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Die Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen, 
welche ich hiermit in dritter Auflage der Oeffentlich- 
i-^ keit übergebe, sind von Riem an n während seiner aka- 
^ demischen Thätigkeit in Gröttingen gehalten, und zwar 
j-: im Winter 1854/55, im Winter 1860/61 und im Som- ' 
mer 1862. üeber den grössten Theil derselben findet 
sich neben einer Reihe kürzerer Notizen eine zusammen- 
^ hängende Ausarbeitung von Riemann's eigener Hand 
vor. Dieselbe ist allerdings in der Form, in welcher sie 
vorliegt, nicht zur Veröffentlichung bestimmt gewesen. 
Man hat sie vielmehr als sorgfältige Vorbereitung für 
den mündlichen Vortrag anzusehen. Danach würde man 
durchaus gegen Riemann's Absicht gehandelt haben, 
wenn man seine Ausarbeitung wörtlich hätte zum Ab- 
druck bringen wollen. Doch ist dieselbe für die Her- 
ausgabe von grosser Wichtigkeit, insofern der Gedan- 
kengang und die Entwicklung der Formeln fast durch- 
weg beibehalten werden konnte und musste. Dass ich 
bei der Redaction mir freie Hand gehalten habe, rechne 
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VI Vorrede. 

ich mir nicht als besonderes Verdienst an, aber ich 
muss es erwähnen, weil in dieser Beziehung ich allein 
die Verantwortung zu tragen habe. Die Einleitung 
ist wörtlich abgedruckt. Sie trägt im Manuscripte 
die Bezeichnung: Michaelis 54. Die zusammenhängende 
Bearbeitung enthält von dieser Einleitung nur den er- 
sten Satz und fängt dann sofort mit den bestimmten 
Integralen (§. 2) an. 

Ausser Riemann's eigenem Manuscript habe ich 
die in der Wintervorlesung 1860/61 von mir gemachten 
Aufzeichnungen und das danach ausgearbeitete Heft zu 
Grunde gislegt. Diese enthalten, was Gedankengang 
und Formeln betrifft, dasselbe, wie das Manuscript, sie 
gehen aber an verschiedenen Stellen über den Inhalt des 
letzteren hinaus. So sind die §§. 36 bis 40 etwas aus- 
führlicher behandelt als in Riemann's Handschrift. Die 
§§. 71 bis 73, 79 bis 97, 101, 107 bis 113 sind in der 
Wintervorlesung 1860/61 neu hinzugekommen. Am 
Schlüsse des Semesters hat Riemann auch noch die 
Bewegung eines Ringes in einer unendlichen Flüssig- 
keit, analog der Dirichlet'schen Aufgabe von der Kugel, 
behandelt. Er hat sich jedoch darauf beschränkt, in 
die partielle Differentialgleichung Ringcoordinaten ein- 
zuführen und für die Lösung den Weg im Grossen vor- 
zuschreiben. 

Unter den Mathematikern, welche die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erheblich gefördert 
haben, nimmt Dirichlet eine hervorragende Stellung 
ein. Er hat aber nicht nur an der Ausbildung der 
Theorie gearbeitet, er hat sie, wie die Lehre vom Poten- 
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Vorrede. vii 

tial, zuerst auf deutschen Universitäten zum Gegen- 
stande besonderer Vorlesungen gemacht. Das grosse 
Verdienst, das er sich damit um das Studium der 
Mathematik erworben, wird gewiss auch durch den Um- 
stand ins rechte Licht gesetzt, dass diese Vorlesungen 
mit seinem Tode nicht eingegangen sind, vielmehr gegen- 
wärtig auf fast allen deutschen Universitäten einen regel- 
mässigen Bestandtheil des Programmes ausmachen. So 
hat auch Riemann nach Dirichlet die Vorlesungen 
über das Potential und über die partiellen Differential- 
gleichungen übernommen. Bei Uebereinstimmung des 
behandelten Gregenstandes ist es natürlich, dass in der 
Anlage und in der Ausführung vieles mit Dirichlet 
übereinstimmt, y Aber Riemann hat sich nicht darauf 
beschränkt, einfach die Erbschaft seines grossen Vor- 
gängers anzutreten. Er hat eine Fülle des Eigenthüm- 
lichen hinzugegeben. 

Die zweite Auflage der partiellen Differential- 
gleichungen hat wesentliche Aenderungen nicht erfah- 
ren. Ich habe mich darauf beschränkt, da, wo es nöthig 
oder wünschenswerth erschien, eine sorgfältige Revision 
des Textes vorzunehmen. 

Die dritte Auflage ist ein einfacher Abdruck der 
zweiten, natürlich bis ins einzelne genau durchgesehen. 

Aachen, den 6. Mai 1882. 

K. Hattendorff. 



^j e/7^/U^^ itpl^.^oy . 



INHALT. 



Einleitung. 

Seite 

§. 1. Die partiellen Differentialgleichungen und ihre Anwendung in 

der Physik 1 

Erster Abschnitt. 

Bestimmte Integrale. 

§. 2. Grundbegriffe. Das einfache bestimmte Integral 5 

§. 3. Beispiel von Wallis 10 

§. 4. Vorzeichen der Bestandtheile des bestimmten Integrals .... 11 

§. 5. Eigenschaften des bestimmten Integrals 12 

§. 6. EinSchliessung zwischen Grenzen, wenn die Function unter dem 

Integralzeichen ein Product ist 13 

§. 7. Zerlegung des Intervalls. Differentiation des bestimmten Integrals 15 

§. 8. Unendlich werden der Function unter dem Integral ...... 17, 

§. 9. Unendlich werden der Grenzen * 19 

§. 10. Das Doppelintegral 20 

§. 11. Herleitung "des bestimmten Integrals aus dem unbestimmten; 
Benutzung des Doppelintegrals zur Werthermittlung des ein- 
fachen Integrals 23 

1 

logx ^ 24 





§. 13. Beispiele: / er-(^co8hxdx und / i 



e—<^sinbxdx 26 





00 



§. 14. Beispiel: f^ dy . 27 





X ^ Inhalt. 

Seite 

§. 16. Beispiel: / — ^cosyydy 29 

J y 



/OC sifl & OC I Zr COS f) sß 
k^4-x^ ^^ ' ^^ 



§. 17. Beispiel: / e-»»dx 36 



§.18. Beispiel: / e—«^^ cos fi x d x 37 





Zweiter Abschnitt. 
Unendliche Reihen. 

§. 19. Definition der convergenten unendlichen Reihe 39 

§. 20. Eintheilung der convergenten Reihen in zwei Klassen .... 41 

§. 21. Die Reihe a^ sin x-^-a^ sin 2 a; + 03 sin 3 äj + 44 

§. 22. Summirung der n — 1 ersten Glieder , Grenzwerth der Summe 

für n = oo 45 

§. 23. Beispiele 51 

§. 24. Die Reihe -^ hQ -\- bi cos x -]- h^ cos 2 x -\- 55 

§. 25. Die Reihe -^ bo -{- b^ cos x -[- bo cos 2 x 4- . . . 

-\-ai8inx-\-a2sin2x-]- i 59 

§. 26. Snmmirung der 2n -j- 1 ersten Glieder 61 

n 

§. 27. Das Integral A^'^ (2 n + 1) /? ^ ^3 

/ stnß » 



h 

§. 28. Das Integral ff(ß)'J!!!^^±M dß 67 

/ Svn p 



§. 29. Aufhebung der beschränkenden Yoraussetsmngen 73 

§. 30. Summirung von Fourier's Reihe 78 

§. 31. Beispiel 83 

§. 32. Erweiterung des Gültigkeits-Intervalles von Fourier's Reihe, 

Fourier's Lehrsatz 84 

§. 33. Beispiele '. . . . 88 

§. 34. Einschränkung der Grenzen in Fourier's Lehrsatz, Beispiel . . 93 
§. 35. Fourier's Reihe und Fourier's Lehrsatz für Functionen von 

mehreren Yariabeln . . , 94 



Inhalt. XI 



Dritter Abschnitt. 

Differentialgleichungen. 

Seite 

§. 36. Definition und Eintheilung 96 

I. Gewöhnliche lineare Differentialgleichungen. 

§. 37. Die willkürlichen Gonstanten des Integrals, das vollständige In- 
tegral 97 

§. 38. Homogene lineare Differentialgleichungen "... 99 

§. 39. Gonstante Goefficienten 100 

§. 40. Nichthomogetie lineare Differentialgleichungen . 103 

IL Partielle Differentialgleichungen. 

§. 41. Definition. Lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 107 
§. 42. Beispiel: ^ = a^^^ • 110 

§. 43. Beispiel: |^=a«^ 113 

Vierter Abschnitt. 

Bewegung der Wärme in festen Körpern. 

I. Ableitung des Grundgesetzes. 

§. 44. Wärme, specifische Wärme, Temperatur 117 

§. 45. Wärmeaustausch parallel zur a;-Axe 119 

§. 46. Wärmeaustausch parallel zur y^-Ebene 120 

§. 47. Wärmeaustausch überhaupt, Wärmefluss : . . 121 

§. 48. Grundgesetz der Bewegung der Wärme in festen Körpern: 

IL Die Temperatur ist abhängig von der Zeit und von 

einer einzigen Goordinate. 

§. 49. Unbegrenzter Körper. Der Körper ist von der y ^-Ebene begrenzt. 

Zerlegung der Aufgabe 125 

§. 60. Nebenbedingungen: u = f (x) für e = 0, w = für ir = . . 126 
§. 51. I. Nebenbedingungen : « = c für ^ = , w= c für a; = 0, 
II. Nebenbedingungen : u = — c für ^ = 0, m = für x ='0, 

III. Nebenbedingungen: « = für f = 0, m = c für a; = . . 128 

§. 52. Nebenbedingungen: w = Ö für f = 0, w = g? (f) für OJ =0 . . 131 

§. 53. Nebenbedingungen: u = f (x) für t = 0, u =z g) (t) für a; = 135 

§. 54. Anwendung auf die Temperatur det Erde 136 

. 56. Fortsetzung .• 142 



r , 



XII Inhalt. 

Seite 

§. 56. Der Körper ist von zwei parallelen Ebenen begrenzt. Zerlegung 

der Aufgabe 148 

§. 57. Nebenbedingungen: u = / (rc) für t = 0, u = für o; = 0, 

u = für X = c 144 

§. 53. Nebenbedingungen : u = für * = 0, m = für a; = 0, m = y 

für X := c 145 

§. 59. Nebenbedingungen: i« = für ^ = 0, i« = für o; = 0, 

u = tp (t) für X = c ^ 146 

§. 60. Nebenbedingungen: w =: für « = 0, m = gp (^) für a; = 0, 

w = für Ä = c 150 

§. 61. Temperatur im Innern einer Kugel, abhängig von der Zeit und 

dem Abstände vom Mittelpunkte 151 

§. 62. Aufstellung der Nebenbedingungen. Reduetion auf frühere Auf- 
gaben 153 

§. 63. Wärmeaustausch mit dem umgebenden Medium 154 

§. 64. Nebenbedingungen: ru = rF{r) für * = 0, 

'^ ^ 4-(h )ru =: für r = c, rw=0 für r = . . . 157 

§. 66. Die transBcendente Gleichung XccosXc-^{ch — 1) sin X c = . . 158 

§. 66. Bestimmung der Goefficienten in der Lösung des §. 64 . . . . 163 

§. 67. Die transscendente Gleichung hat nur reelle Wurzeln .... 166 

§. 68. Besonderer Fall: c sehr klein 167 

§. 69. Besonderer Fall: c sehr gross 169 

§. 70. Die Erdtemperatur 174 



III. Die Temperatur ist abhängig von der Zeit und von 

allen drei Goordinaten. 

§.71. Temperatur der Kugel, allgemeinster Fall. Ableitung der par- 
tiellen Differentialgleichung 



». '(-s) . <"«"ii) 






• • t 



176 



§. 72. Nebenbedingungen: u = F(r^6^ gp) für * = 0, w = für r=:c. 

Die Lösung führt auf Kugelfunctionen 180 

§. 73. Lösung der Aufgabe 184 



Fünfter Abschnitt. 
Schwingungen elastischer fester Körper. 

I. Schwingungen einer gespannten Saite. 

§. 74. Ableitung der partiellen Differentialgleichungen 190 

§. 75. Transversalschwingungen. Lösung von d'Alembert 194 

§. 76. Besondere Voraussetzungen über den Anfangszustand 199 

§. 77. Lösung von Dan. Bernoulli. Schwingungsknoten 201 

§. 78. Geschichte des Problems , 204 



f 



Inhalt. XIII 



II. Allgemeine Theorie der Schwingungen elastischer 

fester Körper. , 

Seite 

§. 79. Ableitung der partiellen Differentialgleichungen für das Innere 

des Körpers und der Oberflächen -Bedingungen 207 

§. 80. Die elastischen Kräfte 213 

§. 81. Hülfssätze aus der Mechanik. Das Potential 216 

§. 82. Das Gesammt- Potential für alle auftretenden Kräfte 218 

§. 83. Die Function *, welche in dem Ausdrucke für das Potential der 

elastischen Kräfte auftritt 222 

§. 84. Princip des Lagrange 225 

§. 85. Es gibt stets ein System und nur ein System, welches die Va- 
riation des Gesammt -Potentials zu Null macht 228 

§. 86. Transformation der Coordinaten. Die 22 Relationen der Trans- 
formations -Goef&cienten 231 

§. 87. Körper von homogener Constitution. Besondere Form der 

Function * . . 234 

§. 88. Differentialgleichungen der Bewegung für diesen Fall .... 240 

III. Anwendung der allgemeinen Theorie auf besondere Fälle. 

§. 89. Beispiel : Auf die Oberfläche eines Körpers wirkt ein constanter 

Normaldruck 242 

§. 90. Beispiel: Auf die Basis eines Cylinders wirkt eine constante , 

Zugkraft 243 

§, 91. Beispiel: Auf den Mantel eines Cylinders wirkt eine constante 

Zugkraft 245 

§. 92. Beispiel: Einfachster Fall der Torsion eines Cylinders . . . 246 

§. 93. Schwingungen einer gespannten Membran 248 

§. 94. Rechteckige Membran. Knotenlinien 250 

§. 95. Fortsetzung. Quadratische Membran 253 

§. 96. Kreisförmige Membran 258 



(1 \w 
o. »/. i^ie xransscenaente ijieicnung^, — r-, — i — rr- = 266 



Sechster Abschnitt. 
Bewegung der Flüssigkeiten. 

l. Allgemeine Gleichungen der Bewegung. 

§. 98. Princip der Hydrodynamik. Präcisirung der Aufgabe .... 271 

§. 99. Die Gleichung y + ii2^ + M?l)4. 11^) =0 272 

§. 100. Die allgemeinen Bewegdngsgleichungen 275 

§. 101. Vereinfachung beim Vorhandensein einer Potentialfunction . . 278 



XIV Inhalt. 



II. Fortpflanzung der Schwingungen in einem com- 

pressibeln Medium. 

Seite 

§. 102. Ableitang der partiellen Differentialgleichungen 282 

§. 103. Fortpflanzung des Schalles in einer unendlichen Kohre . . . 285 
§. lOi. Besonderer Fall. Die ursprüngliche Erschütterung ist auf eine 

begrenzte Strecke beschränkt 287 

§. 105. Reflexion an einer festen Wand 291 

§. 106. Allgemeiner Fall der Bewegung des Schalles. Umformung von 

Fourier's Lehrsatz 293 

§. 107. Zurückführung der sechsfachen Integrale der Lösnng auf 

Doppelintegrale 297 

§. 108. Geometrische Bedeutung der Losung 300 

§. 109. Die Geschwindigkeiten des einzelnen Lufbtheilchens 302 

III. Bewegung eines festen Körpers in einer anbegrenzien 

incompressibeln Flüssigkeit. 

§.110. Präcisirung der Aufgabe. Der Weg zur Lösung im allgemeinen 312 

§. 111. Der feste Körper ist eine Kugel 315 

§. 112. Bewegung nach dem Aufhören der Beschleunigung 329 

§. 113. Bewegung der Kugel von constanter Dichtigkeit 323 



EINLEITUNG. 



§.1. 

Die partiellen Differentialgleicliuiigen und ihrei 

Anwendung in der Physik. 

Der Gegenstand dieser Vorlesungen ist die Behandlung der 
partiellen Differentialgleichungen und die Anwendung davon auf 
physikalische Fragen. Daher wird es passend sein, einige einlei- 
tende Bemerkungen über das Verhältniss der Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen zur Physik voraufzuschicken. 

Eine wissenschaftliche Physik existirt bekanntlich erst seit 
der Erfindung der Differentialrechnung. Erst seitdem man ge- 
lernt hat, dem Lauf der Naturereignisse stetig zu folgen, sind die 
Versuche, den Zusammenhang der Erscheinungen in abstracten 
Begriffen nachzuconstruiren, von Erfolg gewesen. Hierzu gehörte 
zweierlei: erstens einfache Grundbegriffe, mit denen man con- 
struirt, und zweitens eine Methode, um aus den einfachen Grund- 
gesetzen dieser Construction, welche sich auf Zeitpunkte und 
Baumpunkte beziehen, die Gesetze für endliche Zwischenzeiten 
und Abstände, welche allein der Beobachtung zugänglich sind 
(mit der Erfahrung verglichen werden können), abzuleiten. 

Den ersten Schritt in Bezug auf die Grundbegriffe that Ga- 
lilei, als er die Gesetze des freien Falles der Körper aus der Ein- 
wirkung der Schwere in allen einzelnen Zeitpunkten construirte; 

Biemann. Partielle DiflFerentialgleichungen. i 



2 Einleitung. 

er fand den BegriflF der beschleunigenden Kraft, den BegriflF einer 
einfachen Bewegungsursache. Diesem Schritte fügte Newton 
einen zweiten hinzu: er fand den Begriff eines anziehenden Cen- 
trums, den Begriff einer einfachen Kraftursache. Mit diesen bei- 
den Grundbegriffen, dem Begriff der beschleunigenden Kraft und 
dem Begriff eines anziehenden oder abstossenden Centrums con- 
struirt die Physik noch heute. Noch die heutige mathematische 
Speculation von Laplace, Poisson, Cauchy wird da, wo der 
Faden der Beobachtungen sie zu leiten aufhört, allein bestimmt 
durch das Bestreben , die Erscheinungen auf diese beiden Grund- 
begriffe zurückzuführen. In Bezug auf die Begriffe, welche man 
in der Physik der Naturerklärung zu Grunde legt, steht man also 
noch heute auf dem Standpunkte Newton 's. Es ist seit Newton 
kein neuer Fortschritt gemacht; alle Versuche, über diese Grund- 
begriffe hinaus ins Innere der Natur zu dringen, sind bis jetzt 
missglückt; der Einfluss der späteren philosophischen Systeme, 
wo er sich in der physikalischen Literatur geltend gemacht, hat 
nur den Erfolg gehabt, die ursprüngliche Auffassung Newton 's 
zu verunstalten und Inconsequenzen in dieselbe einzuführen. 

Wesentlich vervollkommnet aber ist die Methode, durch 
welche man von den einfachen Grundgesetzen, die für Raumpunkte 
und Zeitpunkte gelten, — von den Differentialgleichungen — zu 
den Gesetzen für endliche Zeiträume und ausgedehnte Körper 
fortschreitet. In der ersten Zeit nach der Erfindung der Diffe- 
rentialrechnung konnte man nur gewisse abstracte Fälle behan- 
deln: man betrachtete in der Lehre vom freien Fall die Masse der 
Körper als im Schwerpunkte vereinigt, man dachte sich die Him- 
melskörper als mathematische Punkte, man behandelte in der Lehre 
vom Pendel zuerst nur das mathematische Pendel, d. h. eine starre, 
um einen Punkt drehbare Linie mit einem schweren Punkte ver- 
sehen, so dass man den Fortschritt vom Unendlichkleinen zum 
Endlichen nur nach einer Dimension , in Bezug auf eine Variable, 
die Zeit, zu machen hatte. Im allgemeinen aber muss man, um 
aus den Elementargesetzen die Erscheinungen abzuleiten, den Fort- 
schritt vom Unendlichkleinen zum Endlichen nach mehr als einer 
Dimension machen. Denn die Elementargesetze beziehen sich auf 
Raum- und Zeitpunkte, die Erscheinungen aber auf ausgedehnte 
Körper. Solche Aufgaben führen, allgemein zu reden — in be- 
sonderen Fällen kann sich allerdings das Problem vereinfachen — , 
auf partielle Differentialgleichungen. Erst sechzig Jahre nach dem 



Einleitung. 3 

Erscheinen von Newton'sPrincipien*) wurde die erste physikali- 
sche Aufgabe gelöst, welche auf eine partielle Differentialgleichung 
führt. Es war dies die von d'Alembert ausgeführte Bestimmung 
der Schwingungen, welche eine gespannte Saite machen kann. Es 
dauerte indessen noch lange, ehe man allgemeine Methoden fand, 
durch welche sich physikalische Aufgaben, die auf partielle DiflFe- 
rentialgleichungen führen, lösen lassen. Diesen Fortschritt ver- 
dankt man Fourier, welcher zuerst solche Methoden bei seinen 
Untersuchungen über die Verbreitung der Wärme in festen Kör- 
pern anwandte. Es geschah dies fast ebenso lange nach dem Ur- 
sprünge der partiellen DiflFerentialgleichungen, als dieser auf die 
Gründung der Differentialrechnung folgte. Die Principien New- 
ton's erschienen 1687, die von d'Alembert gegebene Lösung 
des Problems der schwingenden Saiten 1747, wieder 60 Jahre 
später, am 21. December 1807, theilte Fourier der Pariser Aka- 
demie die erste Arbeit über die Wärme mit. 

Seitdem bilden in allen physikalischen Theorien partielle 
Differentialgleichungen die eigentlichen Grundlagen der Rechnung. 
In der Lehre von den Schallschwingungen in gasförmigen, liquiden 
und festen Körpern, bei den Untersuchungen über die Elasticität 
der Körper, in der Optik, überall bilden partielle Differential- 
gleichungen die eigentlichen Grundgesetze, die sich an der Erfah- 
rung bestätigen lassen. Man geht freilich in der Darstellung dieser 
Theorien meistens von der Annahme von Molekülen aus, welche 
bestimmte von der Entfernung abhängige Anziehungs- oder Ab- 
stossungskräfte auf einander ausüben. Es werden dann die Werthe 
der Constanten in den partiellen Differentialgleichungen abhängig 
von der Vertheilung der Moleküle und dem Gesetz, nach welchem 
sie in die Feme wirken. Aber man ist weit davon entfernt, be- 
stimmte Schlüsse über die Art der Vertheilung der Moleküle und 
das Gesetz der von ihnen ausgeübten Anziehungen und Abstossun- 
gen machen zu können; ja es ist meistens nicht einmal die Mög- 
lichkeit gezeigt worden , dass man diese Vertheilung der Moleküle 
und diese Anziehungs- und Abstossungsgesetze so annehmen könne, 
dass die Constanten in den partiellen Differentialgleichungen die 
der Erfahrung entsprechenden Werthe erhalten. In allen diesen 
physikalischen Theorien, bei allen Erscheinungen, welche man 
durch Annahme von Molekularkräften erklärt, bilden also jetzt 



*) Philosophiae naturalis principia mathematica. Londini 1687. 4. 

1* 
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partielle Diflferentialgleichungeii die eigentliche, durch die Erfah- 
rung festgestellte Grundlage. Dasselbe gilt auch von den Erschei- 
nungen, welche man durch Annahme von Anziehungs- und Ab- 
stossungskräften erklärt, die umgekehrt proportional dem Quadrat 
der Entfernung wirken: von dem Magnetismus, der Elektricität 
und von der Gravitation, sobald man es dabei mit ausgedehnten 
Körpern zu thun hat. Als Laplace im Jahre 1782 sich mit Un- 
tersuchungen beschäftigte, bei denen die Gestalt der Himmelskör- 
per in Betracht kam, war das erste, was er that, dass er aus 
Newton' s Anziehungsgesetz ein Gesetz ableitete, nach welchem 
sich Richtung und Grösse der Schwerkraft von Ort zu Ort ändert, 
die Vertheilung der sie bewirkenden Massen mag sein, welche sie 
wolle. Die partielle DiflFerentialgleichung, in welcher sich dieses 
Gesetz ausspricht, bildet die Grundlage für alle weiteren Schlüsse. 
Ebenso beruht die Theorie des Erdmagnetismus auf dem Gesetz, 
nach welchem sich Richtung und Grösse der erdmagnetischen 
Kraft von Ort zu Ort ändert, einem Gesetz , welches ganz unab- 
hängig davon ist, wie die Ursachen dieser magnetischen Kraft, die 
magnetischen Fluida oder die Ampere' sehen Ströme im Innern 
der Erde angeordnet sind. 

Wa-s sich eben auf dem Wege der Induction als Thatsache 
ergeben hat, dass die eigentlichen Grundlagen der mathematischen 
Physik partielle Differentialgleichungen sind, ergibt sich auch 
a priori. Wahre Elementargesetze können nur im Unendlichklei- 
nen, nur für Raum- und Zeitpunkte stattfinden. Solche Gesetze 
aber werden im allgemeinen partielle Differentialgleichungen sein, 
und die Ableitung der Gesetze für ausgedehnte Körper und Zeit- 
räume aus ihnen erfordert die Integration derselben. Es sind 
also Methoden nöthig, durch welche man aus den Gesetzen im 
Unendlichkleinen diese Gesetze im Endlichen ableitet, und zwar 
in aller Strenge ableitet, ohne sich Vernachlässigungen zu erlau- 
ben. Denn nur dann kann man sie an der Erfahrung prüfen. 



Erster Abschnitt. 



Bestimmte Integrale. 



§.2. 

Grandbegriff^. Das einfache bestimmte Integral. 

Wir müssen zuerst uns über einige Grundbegriffe verständigen. 
Dahin gehört vor allem der Begriff der Stetigkeit. Eine Grösse y^ 
die von x abhängt, ist eine stetige Function von x^ wenn y mit x 
sich nur allmählich ändert, d. h. wenn die Aenderung von x sich 
immer so klein annehmen lässt, dass die zugehörige Aenderung 
von y kleiner ist als eine willkürlich gegebene Grösse e. Diesen 
Charakter setzen wir vorläufig für die Functionen als Bedingung 
voraus. Ueber die Art der Abhängigkeit wollen wir nichts voraus- 
setzen, auch nicht einmal, dass man aus dem x immer das y fin- 
den könne, sondern nur, dass zu jedem x ein y gehöre, und dass 
sich y mit x allmählich ändere. Diese Abhängigkeit wird am 
besten durch geometrische Curven repräsentirt, für welche x und 
y die rechtwinkligen Coordinaten bilden. Es braucht dabei nicht 
einmal ein festes Gesetz für die Curven bekannt zu sein, sondern 
die Curven, die wir behandeln, sind oft sehr unregelmässig. Die 
Stetigkeit drückt sich dann dadurch aus, dass die Curve in einem 
ununterbrochenen Zuge fortgeht. 

Diese Curve begrenzt mit den beiden Ordinaten ihres Anfangs- 
und Endpunktes und dem zwischen ihnen liegenden Stück der 
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Abscissenaxe einen gewissen Flächenraum von ganz bestunmter 
Grösse. Wir nennen die Abscisse des Anfangspunktes a, des End- 
punktes 6, theilen (Fig. 1) das Stück zwischen den Endpunkten 

Fig. 1. 




t 



ft*«?3*' 



X«-ilC, 



X 



der Abscissen a und b in gewisse Theile und bezeichnen die ganzen 
Abscissen bis zu diesen Theilpunkten durch rci, 0^2, ^3, . . . iCn-i- 
Die Ordinaten oder Functionswerthe wollen wir durch y =f (jc) 
bezeichnen. Wir errichten dann in den einzelnen Theilpunkten 
Ordinaten und legen zwischen zwei auf einander folgenden Ordi- 
naten durch irgend einen dazwischen fallenden Punkt der Curve 
eine Parallele zur Abscissenaxe. Die Abscissen dieser Punkte 
seien fi, l2i---lni so dass 

^1 < I9 < ^2» 



^fc-l<C lfc<C ^k5 



Xn-i< |n< i- 

Durch diese Construction erhalten wir lauter Rechtecke, 
deren Inhalt sich leicht berechnen lässt. Die Summe dieser 
Kechtecke ist 

S = (x,^a)f(l,) + (^2-^l)/(l2) H h (b-Xn-l)f(U 

Der Werth, den die Summe S annehmen kann, hängt ausser 
von der Gestalt der Curve oder der Form der Function / (x) noch 
ab von der Theilung der Strecke zwischen x = a und x = b^ also 
der Wahl der Grössen Xi, x^, ^.. Xn^i, und von der Wahl der 
Grössen li, I2, ... 1« innerhalb der Intervalle. Es lässt sich aber 
beweisen, dass, wenn sämmtliche Differenzen Xjc — Xie^i kleiner 
als eine Grösse S sind, alle Werthe, welche S annehmen kann, 
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innerhalb eines bestimmten Werthenintervalles fallen, und dass sich 
dieses Werthenintervall, wenn d immerfort abnimmt, immermehr 
auf einen bestimmten Grenzwerth zusammenzieht. Bezeichnen 
wir mit Jf den grössten, mit m den kleinsten Werth, welchen S 
annehmen kann, während sämmtliche Theilstrecken X]c — iPfc~i 
kleiner als d sind, so ist zu beweisen, dass bei einer Abnahme von 8 

1) ilf nie zunimmt, 

2) m nie abnimmt, 

3) die Differenz M ^— m zuletzt unendlich klein wird. 

Es genügt nicht etwa, dass 3f — w unendlich klein werde, 
also die beiden äussersten Werthe von S einander unendlich nahe 
rücken. Dabei könnte zugleich eine Verschiebung des Intervalles 
stattfinden, innerhalb dessen die möglichen Werthe von S fallen. 
Dass nun aber eine solche Verschiebung nicht stattfindet, ergibt 
sich leicht. Denn wenn d kleiner wird, so sind die Werthe, die S 
noch annehmen kann, unter den früheren mit enthalten. Wenn 
also S jetzt den Werth M erreichen kann, so konnte es diesen 
früher auch annehmen. Der grösste Werth, den S annehmen 
kann, war also früher wenigstens auch = M und kann also nicht 
zunehmen, wenn d abnimmt. Ebenso folgt, dass der kleinste 
Werth m nicht abnehmen kann , wenn 8 kleiner wird. 

Um nun zu beweisen, dass die Differenz M — m mit d unend- 
lich klein wird, bezeichnen wir in dem Falle oder in einem Falle, 
wo S den Werth Jf erreicht, den Werth der Grösse n mit n', die 
Grössen Xi, x^^ ... Xn-i mit iri, a^a, ... x'n' — i und die Grössen |i, 
la, ... In mit li, la, ... g^/. Dann ist also 

M= (af^^a)f{^[) + (x',-x[)f ad-\ \-(b--x'n.-i)f (^l). 

In entsprechender Weise sei 
m = (x'^ ^a)f (fiO + {x'i - afl) f{^{) + ... + (&_ x'^^n _ ,)f(^:„). 

Wir wollen nun beide Summen so transformiren, dass in bei- 
den der Reihe nach dieselben Differenzen der Werthe von x vor- 
kommen. Zu diesem Ende wenden wir beide Theilungen gleich- 
zeitig an und bezeichnen die Abscissen der Theilpunkte nach der 
Grösse geordnet, durch rj, rg, ... r^-i, so dass 

X\ , »z>a 1 • * • Xi%' — 1 

Xl^ X2^ ... X^'' — 1 

und 
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Fallen dann zwischen a4-i und a4 eine oder mehrere Grössen 
oi\ SQ tritt an die Stelle der Differenz a4 — a4-i eine Summe von 
mehreren auf einander folgenden r< — r<-i. Durch diese Trans- 
formation wird 
Jlf =(ri-a)/(pi) + (r,~ri)/(pj) + .•■ + (6-r^-i)/(pi). 

Die Grössen p' stimmen mit den Grössen |' überein, und zwar 
so, dass an einigen Stellen mehrere auf einander folgende q* den- 
selben Werth haben. 

Ebenso wird 

n* = (n-.a)/(()0 + (r8-n)/(^2) + ••• + (6-r,-i)/(();0. 
Subtrahiren wir Glied für Glied, so wird 

Jf - w = (n - a) (/(pi) -/(??)} + (r, - n) l/(c^L) -/((.?)} + • • • 

+ (6-r,>o{/(p;) -/(?::)}. 

Nun können aber ql}^ und ^i' sich höchstens um 2 ä unterschei- 
den, denn bei den Theilpunktabscissen o^i, 0^2 , ..* lag (»^ niit r^ 
und rjfc«! in demselben Intervall und unterscheidet sich also von 
keinem derselben um mehr als d. Dasselbe gilt von pj/, und folg- 
lich können sich 9!^ imd q/i höchstens um 2 i unterscheiden. Be- 
zeichnet also d die grösste Aenderung, die/(a:) erleiden kann, 
während x um 2 d wächst, so sind sämmtliche / (pi) -— f(Qk) <C d, 
und daher 

Jf — m < d (ri — a + ra — ri + ra — ra H + 6 — r^-i), 

d. h. Jf — m < d (6 — a). 

Es sollte aber die Function /(ic) stetig sein, folglich wird d 
mit 2 S unendlich klein, und damit verengert sich das Grössen-- 
Intervall, innerhalb dessen die Werthe von S fallen, immer mehr, 
ohne sich dabei zu verschieben. Die Grösse S nähert sich also 
einer bestimmten Grenze, wenn d unendlich klein wird. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass dieser Grenzwerth von S zu- 
gleich den Inhalt F der von der Curve, den Endordinaten und 
der Abscissenaxe begrenzten Fläche ausdrückt. Denn zieht man 
für jedes Theilstück die Parallele mit der Abscissenaxe durch den 
höchsten Punkt der Curve, so wird S > F, zieht man sie durch 
den tiefsten Punkt, so wird S <^ F. Folglich fällt der Grenz- 
werth von S mit F zusammen *). 

*) Man vergleiche die Darstellung, welche Kie mann in Art. 4 und 5 der 
Abhandlung über die Darstellbarkeit einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe gegeben hat. (Abhandlungen der königl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen Bd. 13. — Riemann's gesammelte 
Werke. Leipzig 1876. S. 213.) 
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Diesen Grenzwerth nennt man das bestimmte Integral und 
bezeichnet ihn wegen seines häufigen Vorkommens mit einem be- 
sondem Zeichen, nämlich mit 

h 

f (x) dx. 



ß 



Dabei bedeutet dx den unendlich klein werdenden Unterschied 
von je zwei auf einander folgenden Werthen von x^ also Xi — a, 
x^ — ^n •.., wie auch in der Differentialrechnung mit dx ein. 
unendlich kleiner Zuwachs von x bezeichnet wird. 

Die Grössen |i, Sa? ••• In können innerhalb der für sie vor- 
geschriebenen Intervalle beliebig gewählt werden, ohne dass der 
Grenzwerth . von S dadurch beeinflusst wird. Man kann also 
li = a, I2 ^= ^n ••• In = ^n-i setzen. Dann lautet die Defini- 
tion des bestimmten Integrals 

(1) Jf (x) dx = Um I (o(^— a)f(a) + (x^ — Xi)f{xi) -| 

a 

+ (6 — Xn-x) f{Xn-i) 

Man kann aber auch 1^ = Xi, I2 = ^21 •• In = 6 setzen. 
Dann erhält man 
h 

(2) // {x)dx = Um I {x^ — a)f{Xi) + {x^ — Xi)f{x^) + • • -^ 

a 

+ (6-a;„_.)/(6)]. 

Die Reihen auf der rechten Seite von (1) und (2) nähern sich, 
wie oben bewiesen, demselben Grenzwerthe, und dieser Grenzwerth 
ist das bestimmte Integral. 

Das Gesetz, nach welchem die Eintheilung von b — a vor- 
genommen wird, ist gleichgültig, wenn nur die Ordinaten sich 
beliebig nahe bringen lassen. Zur Berechnung von einzelnen be- 
stimmten Integralen hat man sehr verschiedene Arten der Ein- 
theilung von 6 — a in Anwendung gebracht. Auf diese Weise 
besteht die Rechnung mit bestimmten Integralen viel länger als 
die Differentialrechnung. So hat schon Wallis die von krummen 
Linien begrenzten Flächen durch Einschliessen von beiden Seiten 
berechnet. Ja, mutatis nmtandis hat selbst Archimedes diese 
Methode bei seiner Berechnung von krummen Linien. 



i 
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§.3. 
Beispiel von Wallis. 

Wallis hatte schon besonders solche Curven betrachtet, deren 
Gleichung von der Form y = ma:* ist, die also zu der Gattung 
der Parabeln gehören. Man hat nur darauf zu sehen, dass die 
Unterschiede der Abscissen alle ins Unendliche abnehmen. Setzen 
wir z. B. fest, dass die Werthe a, rri, x^^ ... iPw-i, J eine geometri- 
sche Progression bilden sollen, um so die Quadratur der Parabel 
zu finden. Wir nehmen also 



V: 




SO dass iTi = aö, a^j = aö^, ... :»^= aö'y^ist. Die einzelnen 
Glieder der Summe haben dann di€^"f'orm/(a(J»') . aö" . (<J — 1) 
und die Summe überhaupt ist 



n — l 



Setzen wir nun z. B. / (a;) = a;*, so. erhalten wir^tur^die Summe 

y^'^X ^"^ Vir- , "-' 



X 



'^'° 



Beachtet man, dass die geometrische Reihe 

n — 1 

X^(J(Ä + 1> =;: 1 ^ 0ft + l _|- (J2(fc + 1) -j [_ (j(«~l) (ft + 1) 



^n (k + 1) _ 1 

= (Jfc + 1 — 1 

ist, so erhält man für die obige Summe 






(jfc+i — 1 

Hier ist nur noch der letzte Factor von abhängig. Es ist aber 

<5 — 1 1 
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Lässt man nun n ins Unendliche wachsen, so nähert sich 6 immer 
mehr dem Grenzwerthe 1 , und man erhält als Grenzwerth der 
oben betrachteten Summe 

(jk + i — a^ + i) ^ 



fc + 1 

Gewöhnlich ist es am bequemsten, sich die Werthe von x als 
äquidistant zu denken. Dann ist also irgend ein Theil 

n 

Das bestimmte Integral wird in diesem Falle defi'nirt durch 
die Gleichung 

(3) ff(x) dx = lim «{/(a) +fia+8) +/(a+2ö) + •.• 

a 

+/(a+-;rrT«)}, 

oder auch durch die Gleichung 
i 

(4) ff{x) dx = lim 8 j/(a+d)+/(a+2ö)+/(a+3Ä)4-- 

a 



Vorzeichen der Bestandtheile des bestimmten Integrals. 

Bei der Figur 1 haben wir angenommen, dass die Curve ganz 
oberhalb der Abscissenaxe liege. Ist dies nicht durchweg der 
Fall, aber immer noch 6 >> a, so kommen die Theile, bei denen 
die Ordinate negativ ist, auch negativ in Rechnung. Dies ist bei 
der geometrischen Interpretation des bestimmten Integrals zu 
beachten. Es ist dann also gleich dem Inhalte der Flächenstücke 
oberhalb der Abscissenaxe, vermindert um den Inhalt der Flächen- 
stücke unterhalb. 

Ist ft <; a, so haben alle Glieder entgegengesetzte Vorzeichen 
wie vorher. 
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§.5, 
Eigensohaiten des bestimmten Integrals. 

Aus der Definition des bestimmten Integrals ergibt sich eine 
Reihe von Eigenschaften desselben, die jetzt betrachtet werden 
sollen. 

I. Zunächst ist 

5 a 

(5) ffix) dx=- ff(x) dx. 

a h 

b — a 



Denn bei der Entwicklung der Reihe wird nur d = 



n 



in = — tf umgewandelt. Wendet man also auf das In- 
tegral links die Gleichung (3), auf das Integral rechts die Gleichung 
(4) des §. 3 an, so erhält man 

i 
ff(x)dx = Umd {/(«) +/ (a + Ö) +••• +/(a + »T^l s) 

a 

und 



a 



Daraus geht durch Addition hervor 

ff (x) dx + // (x) dx = 0. 

a h 

IL Es ist 

b b 

(6) I c . f{x) dx = c I f (x) dx^ 



a a 



weil bei der Entwicklung der linken Seite c in jedem einzelnen 
Gliede als Factor auftritt und sich also als gemeinschaftlich ab- 
sondern lässt. 



§. 6. Unter dem Integralzeichen steht ein Product. 1 3 

ni. Hat man f (x) = tp (x) J2^(^)^ ^^ ^^ 

b 

<7) nip(x)±il>(a;)^dx 

a 

= Um d \(p (a) + tl} (a) -\- q) (a -{- d) + ijf (a -j- S) -{- " 

= Um dl q) (a) -\- q) (a -{- S) -\- --- -\- (p(a -\- n — lö)\ 
± Um 8 { t/' (a) + ^ (a + ö) H \- t(a + w^nTÄ)! 

b b 

= I q) (x) dx + / ^ (^) ^^' 

a a 

IV. Man kann jedesmal das Zeichen des bestimmten Integrals 
angeben, wenn die Function innerhalb der Grenzen ihr Zeichen 
nicht ändert. Denn dann sind die Glieder der Reihe entweder 
alle positiv oder alle negativ, und daher muss die Summe der 
Reihe sich einer positiven oder aber einer negativen Grenze nähern. 
Und zwar ist das Zeichen des Integrals übereinstimmend mit dem 
Zeichen der Function, wenn b — a einen positiven Werth hat; im 
entgegengesetzten Falle haben das Integral und die Function ent- 
gegengesetzte Zeichen. 



§. 6. 

Einsohliessung zwisohen Grenzen , wenn die Function 
unter dem Integralzeiolien ein Product ist. 

Es stehe unter dem Integralzeichen ein Product von zwei 
Functionen q>(x) .f(x), und der zweite Factor möge innerhalb 
der Grenzen sein Zeichen nicht ändern. Die Fimction q) (x) habe 
innerhalb dieser Grenzen den grössten Werth J^nd den kleinsten ^^^ß4<y^fr^ 
Werth N\ also ist dann innerhalb der Grenzen M — q>(x) nie 
negativ, und auch q>{x) -^ N nie negativ. Wenn wir daher mit 
f{x) multipliciren, so behalten die Producte innerhalb der Gren- 
zen immer ihr Zeichen, und zwar dasselbe Zeichen wie f{x). 
Also [M — q>ix)] .f(x) und {q>(x) — N] .f(x) gehen nicht 
vom Positiven zum Negativen über oder umgekehrt, sondern kön- 



'^P^^^'Mjri 
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«. 

nen höchstens gleich Null werden, wie es auch wenigstens einmal 
der Fall ist bei Jtf — 9 (x) = und <p (x) -^ N = 0, Wenden 
wir auf diese beiden Functionen den Satz IV. des vorigen Para- 
graphen an, so kennen wir das Zeichen der Integrale 

M—q)(x)]f(x)dx 



n 



und 



D 

y { 9 (x) - N^/(x) dx. 

a 

Beide Integrale haben unter gleichen Bedingungen dasselbe 
Zeichen mit ihrer Function oder aber das entgegengesetzte, und 
haben also unter einander gleiche Zeichen. Es lässt sich aber auf 
beide Integrale der Satz IIL. des vorigen Paragraphen anwenden. 

Demnach haben die Differenzen 

h b 

M ff{x)dx— f(p(x)f(x)d, 

a a 

und 

b b 

I ^>{x)f{x)dx — N I f(x) dx 



X 



a 
b 



dasselbe Zeichen. Daraus folgt, dass f (p (x)f(x) dx zwischen 



a 
b 



den Grenzen M ff {x) dx und N ff (x) dx liegt. Diese beiden 

a a 

Grenzwerthe haben den einen Factor, nämlich das Integral 

b 

f(x) dx 
gemein. Also ist das Integral 



b 



/ 



b 

9 W/ W rf^ 



a 



gleich jenem gemeinschaftlichen Factor, multiplicirt mit einem 
zwischen M und N liegenden Werthe q. Man kann q auch als 
Werth angeben, welchen 9 (x) einmal annimmt zwischen a und 6, 
also Q =: q) (d-^b — a«), wenn s ein positiver echter Bruch 
ist. Dann haben wir 
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(ö) / 9 {x)f (x) dx = (p (a -\- b — a s) 1 f{x)dx^ 

a a 

unter der Voraussetzung, dass/(ar) zwischen a und b sein Zeichen 
nicht ändert. 

Diesen Satz können wir auf jedes bestimmte Integral anwen- 
den, wir brauchen nur/(a;) = 1 zu setzen. Dann ist 



I f(x) dx = b — a^ also auch 



a 
h 



I q) (x) dx = (b — a) (p (a -{- b — a s) , 

a 

was sich bei der geometrischen Auffassung auch von selbst ver- 
steht. 



§. 7. 

Zerlegung des Intervalls. Difi^rentiation des 

bestimmten Integrals. 

« 
Aus der Erklärung des bestimmten Integrals folgt unmittel- 
bar, dass 

heb 

(9) //(a;) dx = J'fix) dx + J'fix) dx. 

a a e 

Jedes Integral kann demnach in mehrere zerlegt werden 
durch Zerlegung des Integrations-Intervalles. 

Hierin spricht sich deutlich aus, dass ein bestimmtes Integral 
seinen Werth ändert, wenn man seine Grenzen ändert. Denn es 
ist nach (9) das zwischen den Grenzen a und b genommene Inte- 
gral verschieden sowohl von dem Integral zwischen a und c, als 
auch von dem Integral zwischen c und b. Es liegt daher der Ge- 
danke nahe, zu untersuchen, wie ein bestimmtes Integral sich mit 
seinen Grenzen ändert. Zunächst suchen wir nach der Abhängig- 
keit des Integrals von seiner oberen Grenze. Wir setzen 

h 

(10) u =fnx) dx, 
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«- = Jfix) dx =ffir) dz + ff{x) dx. 
A^Uoist 

und 

^ =/(» + ».) 

für 1 > £ > 0. 

Wird hier aber h immer kleiner, so nähert dch die rechte 
Seite der letzten Gleichung dem Werthe / (b) nnd aaf der linken 

erhalten vir den DifferenÜalquotienteD -^^ Also ist 

(11) 11=/« 

Dann geben wir der unteren Grenze des Integrals (10) einen 
Zuwachs und erhalten 

ff{t) dz = - f/(r) dT. 
E§ ist aber auch « = ~ //(J") rfj-, und folglich 

(12) |^ = -/W- 

Eine dritte Aenderang des Integrals kann herrühren von einer 
Aenderung der Function seihst, die unter dem Integralzeichen 
steht. Es Beiif(x,a) diese Function. Zunächst soll sich nur« 
ändern, so dass wir z. B. nur von einer Gurre anf die andere 
übergehen , ohne dass sich zugleich Anfang und Ende der Curve 
ändern solle. Wir haben demnach 

b 

u) dx, 

+ h) dx, 

^h)-f{T,a)\dx, 



§. 8. Die Function unter d. Integral wird unendlich. 1 7 
und u'-u^J-f(x,a + h)^-/(x,a) ^^^ 

a 

Lässt man h ins Unendliche abnehmen, so ist 7 der 

n 

DiflFerentialquotient von u nach a und auch 'L^ — ' [ — Z-Lj^ — / 

der DiflFerentialquotient der Function / (x^ a) nach a. "Wir haben 
demnach 



a 



Diese Operation hat schon Leibniz gemacht. Er nennt sie 
differentiare de curva in curvam, d. h. von einer Curve zu einer 
unendlich nahen übergehen. Man nennt diese Rechnung auch 
DiflFerentiiren unter dem Integralzeichen. 

Jetzt ist es leicht, die Aenderung des Integrals zu finden, die 
von einer gleichzeitigen Aenderung aller drei Grössen a, h^f {x) 
herrührt. Wir nehmen an, dass alle drei Grössen von a abhän- 
gen. Wenn wir aber einen Ausdruck haben, der mehrere Grössen 
a, &, c ... enthält, und jede dieser Grössen von a abhängig ist, so 
findet sich 

dF(a,h,c...) _dF da , dFdh . dF de , 
da da da ' db da * de da ' 

Sind also in dem Integral (13) auch a und b Functionen von 
a, so haben wir 

b 



a 



In dieser Formel sind die früheren speciellen Resultate mit 
enthalten. 



§.8. 

ünendlioliwerden der Function unter dem Integral- 
zeichen. 

Die in §. 2 gegebene Definition des bestimmten Integrals ist 
nicht mehr zutreflFend, wenn die unter dem Integralzeichen stehende 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. 2 
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Function für einen Werth x=^c zwischen a und h unendUch wird. 
Dann hat das bestimmte Integral 






h 
f{x)dx 



a 



c — «1 e ö 

ff{x)dx^ff{x)d 



im allgemeinen keinen Sinn mehr. In einem Falle ist man jedoch 
übereingekommen, ihm noch eine Bedeutung unterzulegen. Wenn 
nämlich fci und Tc^ beliebig gewählte positive endliche Zahlen sind 
und s ebenfalls positiv und vorläufig endlich, so haben die In- 
tegrale 

c — h\t h 

I f(x)dx und I f(x)dx 

a c + fcge 

nach §. 2 eine bestimmte Bedeutung. Ihre Werthe sind endlich 
und im allgemeinen von ki b und resp. ^2 ^ abhängig. I^ähert sich 
nun bei unendlich abnehmendem £ die Summe 

c — fci e b 

'*'x)dx 

einer bestimmten endlichen Grenze, die von den willkürlichen 
Grössen Ic^ und Äg unabhängig ist, so versteht man unter dem be- 
stimmten Integral 

f{x)dx 

a 

eben diesen Grenzwerth. 

Als Beispiel betrachten wir das bestimmte Integral 

^dx 

x^ ' 

a 

dessen Werth in §. 3 bereits ermittelt ist. Wir haben dort nur 
Ä; = — fi zu setzen und erhalten 

h 







ö 

ß 



rdx _ h^-^ — a^ 
J x^ 1 — ii 

a 



Ist fi > 0, SO wird die Function 

J_ 

x^ 

unendlich gross für x = 0. Es tritt also der oben betrachtete 

Fall ein, wenn ic = nicht ausserhalb der Integrationsgrenzen a 



§. 9. Unendlich werden der Grenzen. 19 

und b liegt. Dann wird eine besondere Untersuchung nöthig. Es 
sei a = und b positiv. Dann haben wir für ein positives hs 



f 



b 



xt*- 1 — u 1 — ti 

und es fragt sich, welchem Grenzwerthe die rechte Seite für ein 
unendlich abnehmendes a sich annähert. Dieser Grenzwerth ist 
nur dann von k unabhängig, wenn Jim f^-** = wird, d. h. wenn 
ft <; 1 ist. Dann haben wir also 

rdx _ 6^-^ 
J (xr^ ~ l — a 

' 

1 > ^ > 0. 
§.9. 

Unendlioliwerden der Grenzen. 

Es ist noch die Frage zu beantworten, was man unter dem 
bestimmten Integral zu verstehen habe, wenn eine der Grenzen, 
z. B. die obere Grenze, unendlich gross wird. Alsdann betrachten 
wir zunächst das bestimmte Integral 

f{x)dx^ 



i> 



a 



unter der Voraussetzung, dass k eine beliebige positive endliche 
Constante und o positiv sei. Dieses Integral hat eine bestimmte 
Bedeutung, wenn / (x) innerhalb der Grenzen continuirlich ist und 
die Grenzen a und k o endlich sind. Nähert sich dann der Werth 
dieses Integrals bei unendlich wachsendem ca einer bestimmten 
endlichen Grenze, die von k unabhängig ist, so wird dieser Grenz- 
werth das bestimmte Integral zwischen den Grenzen a und oo ge- 
nannt. 

Wir betrachten als Beispiel das Integral 



rdx_ 

J x^ 



1 — fi 1 — |[t 



Darin müssen a und k o positiv genommen werden. Bei unendlich 

wachsendem cj nähert sich coi^-^ nur dann der Grenze 0, wenn 

2* 
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fi > 1 ist. Dann wird der Grenzwerth der rechten Seite von k 
unabhängig und wir haben 

,1 —II 



/dx a 
1^ IT 



a 



ft- 1 
^> 1. 



§. 10. 

Das Doppelintegral. 

Wir haben jetzt noch die doppelten oder überhaupt die viel- 
fachen Integrale zu besprechen. Denken wir uns eine Function 
von zwei Veränderlichen, 

also geometrisch die dritte Coordinate einer krummen Fläche zu 
zwei anderen x und y, und es sei/(a;,t/) endlich und continuirlich 
für jede Werthencombination {x^y\ in welcher x zwischen a und 6, 
y zwischen g und ä liegt. Die Gleichungen i==a,a:= 6, y=flr,j/=Ä 
legen vier Ebenen fest, die rechtwinklig auf der rcy- Ebene stehen 
und einander paarweise parallel sind. Diese vier Ebenen und die 
beiden vollständig begrenzten Flächenstücke, welche sie aus der 
krummen Fläche und aus der a?«/- Ebene herausschneiden, bilden 
die Begrenzung eines Raumes von völlig bestimmtem Inhalt, der 
sich folgendermaassen berechnen lässt. 

Wir schalten zwischen a; == a und ä: = 6 die Zwischenwerthe 
a?!, ir2, . . . ^n-i, zwischen y = g und y = ä die Zwischenwerthe 
yu yi, . . . J/m-i ein, so dass 

g <yi <y2 ' "< ym-i< h. 

Legen wir dann durch die Theilpunkte auf der x-Axe Ebenen pa- 
rallel zur 2/^ -Ebene und durch die Theilpunkte auf der y-Axe 
Ebenen parallel zur a;;2f- Ebene, so zerschneiden diese Ebenen den 
zu betrachtenden Raum in mn prismatisch begrenzte Raumtheile. 
Jeder Theil hat zur Grundfläche ein in der xy-^hene liegendes 
Rechteck und zur gegenüberliegenden Begrenzung ein auf der 
krummen Fläche liegendes, krummlinig begrenztes Viereck (Fig. 2). 
Wir bilden nun das Product 

(Xy + i — Xy) (y^ + i — 2/J/(^v, J/m) 



§.10. Das Doppelintegral. 
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und zwar der Reihe nach für alle ganzen v von bis n — 1 und 
für alle ganzen [i von bis m — 1. Die Summe der so entstehen- 
den mn Producte weicht von dem gesuchten Rauminhalte um so 
weniger ab, je kleiner die DiflFerenzen (Xp + i— Xy) und (y^ + 1 — y^) 

Fig. 2. 




genommen werden. Die Summe gibt den Rauminhalt selbst, wenn 
die Differenzen unendlich klein sind. Dieser Grenzwerth, dem sich 
die Summe um so mehr annähert, je kleiner man die Differenzen 
(a?v + i — Xy) und (y^ + i — y^) nimmt, heisst das Doppelintegral 
und wird mit 

h h 



IL 



f{x,y)dx dy 



a g 






bezeichnet. Die Definition des Doppelintegrals lautet also 
(16) 

a g 
n — Itn — 1 

= lim^^{XyJ,l-- Xy) (y^ + 1 — ytj)f{OCy, «/J. 

Die Doppelsumme lässt sich in zweifacher Weise berechnen. 
Entweder nimmt man zunächst alle Glieder, die dasselbe x enthal- 
ten, und summirt also zuerst in Beziehung auf y. Der Grenzwerth, 
dem sich diese Summe annähert für limm = oo, ist das einfache 
Integral 



ffioCy,y)dy 



9 
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multiplicirt mit (Xy^i — x^). In dem gewonnenen Resultat setzt 
man v der Reihe nach = 0,l,2,...w — 1 und summirt. Der 
Grenzwerth der Summe für lim n = qo ist dann das gesuchte 
Doppelintegral. Bei diesem Rechnungsgange ist dasselbe also 

h ( h 

= J dx \Jf(x,y) dy 



a 



9 



Oder ab^r man nimmt zuerst die Summirung über alle x und 
dann erst die Summirung über alle y vor. Dadurch wird das 
Doppelintegral 

h t h 

= J ^y jf(^^y) ^ 



X 



Nun ist aber 



n — 1 




(^„ + 1 — Xy) 



m — 1 



2j(2/f* + i — y^)f(^v,y,.) 



[fß. = 



m— 1 






v = 



und diese Gleichung behält ihre Gültigkeit, wie klein man auch 
die Differenzen (Xy + i — Xy) und (j/^ + 1 — 2//*) nehmen möge. 
Folglich haben wir auch 

l ( h \ h t b 

(17) fdx 1/7 (x, y) dy\ =fdy ff (x, y) d 



\9 



9 



X 



\a 



Dieser Satz enthält eüis der wichtigsten Principien für die Berech- 
nung von bestimmten Integralen. 

Wird für eine Werthencombination (a/, j/') innerhalb des Ge- 
bietes der Integration die Function / (o?, y) unendlich, so kann im 
allgemeinen von dem bestimmten Integral nicht mehr die Rede 
sein. Man schliesst dann von der Integration ein prismatisch be- 
grenztes Gebiet aus, das die ünstetigkeitsstelle in sich enthält. 
Dies Gebiet ist zunächst so zu wählen, dass seine zur z-kK.Q pa- 
rallele Begrenzung nirgends unendlich lang ist. Das so modificirte 
Integral hat eine bestimmte Bedeutung. Es fragt sich dann, ob 
sein Werth sich einer bestimmten endlichen Grenze nähert, wenn 
man den Querschnitt des ausgeschlossenen Gebietes in beliebiger 
Weise unendlich klein werden iässt. Ist ein solcher Grenzwerth 
vorhanden, der zugleich unabhängig von der Weise ist, in welcher 



§. 11. Methoden der Werthermittlung. 23 

man jenen Querschnitt unendlich klein macht, so nennt man die- 
sen Grenzwerth das Doppelintegral. 

Für den Fall, dass nicht alle Integrationsgrenzen endlich sind, 
hat man den in §. 9 vorgezeichneten Weg einzuschlagen. 



§. 11. 

Herleitung des bestimmten Integrals 

aus dem unbestimmten ; Benutzung des Doppelintegrals 

zur Werthermittlung des einfachen Integrals. 

Für manche Functionen kann man das bestimmte Integral 
angeben innerhalb zwei beliebiger Grenzen a und 6, für andere 
lässt es sich nur unter gewissen Voraussetzungen darstellen. Wir 
untersuchen also, wann wir im Stande sein werden, für ein be- 
stimmtes Integral 



« =// {^) 



u = I f (x) dx 

a 

den Werth anzugeben, welches auch die Grenzen a und h sein 
mögen. 

Denken wir uns den Fall, man wüsste eine Function 9 (6) 
anzugeben, die auf dem für h zulässigen Werthengebiete überall 
endlich und stetig variabel ist, und deren DiflFerentialquotient an 
jeder Stelle desselben Gebietes mit/ (b) übereinstimmt, also 

^' =/(»). 

dann unterscheiden sich die beiden Functionen ü und 9(6) nur 
durch eine additive Constante: es ist 

u z= q) (h) -\- c. 
Liegt nun a innerhalb des Werthengebietes, für welches (p (b) 
endlich und stetig variabel ist, so darf man in der letzten Gleichung 
speciell a statt 6 setzen. Das Integral u wird in diesem Falle zu 
Null, weil seine Grenzen zusammenfallen. Wir haben 



a 



fmä- = = <P(a) + c, 



und daher ist 

u = g)(b) — (f (a). 
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Man nennt aber eine Function 9 (rc), welche durch ihre Derivation 
eine andere / {x) erzeugt, das unbestimmte Integral 



/ / {x) dx =^ ^) (x) -f- c. 



Wenn also das unbestimmte Integral sich angeben 
lässt und endlich und stetig veränderlich ist für ein 
Werthengebiet der unabhängigen Variablen x^ wel- 
ches die Grenzen a und 6 des bestimmten Integrals in. 
sich begreift, so kann man das bestimmte Integral aus 
dem unbestimmten herleiten. Man hat die Werthe 
durch Subtraction zu verbinden, welche das unbe- 
stimmte Integral annimmt, wenn man statta;die obere 
und die untere Grenze der Integration setzt. 

Wäre dies der einzige Weg, das bestimmte Integral zu finden, 
so gäbe es gar keine besondere Disciplin der bestimmten Integrale. 
Aber in vielen Fällen kann man den Werth des bestimmten In- 
tegrals ermitteln, während das unbestimmte Integral sich nicht 
finden lässt. Ein wichtiges Hülfsmittel für diese unabhängige 
Herstellung bestimmter Integrale ist der im vorigen Paragraphen 
abgeleitete Satz von der ümkehrung der Integrationsordnung bei 
doppelten Integralen. Hiervon wollen wir einige Beispiele nehmen 
und zwar solche, deren Resultate, wir weiter gebrauchen werden. 



§.12. 
Beispiel. 

Haben wir das Doppelintegral 

/ / Ä^-i dx dy 

zu betrachten, so lässt sich die Integration in Beziehung SLut x 
zwischen beliebigen Grenzen a und b ausführen. Denn es ist das 
unbestimmte Integral 

/xy-^dx = \- c^ 
y 

also 

h 

bv — ay 
7 





j xy-^dx = 



\ 
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Soll nun die Integration nach y zwischen den Grenzen g und 
Ä ausgeführt werden, so haben wir 

g \a } 9 

Das letzte Integral lässt sich aber unbestimmt nicht ermitteln, 
wenn über a und b nicht besondere Voraussetzungen gemacht 
werden. Wir können aber das vorgelegte Doppelintegral in an- 
derer Ordnung schreiben, also zuerst 



/ 



ociy^^ dy 



/pV— 1 

suchen. Dies ist -= , also haben wir dann 

lg x' 



f 



lg X 



und das Doppelintegral ist 



h 



a 



h \ b 



fdx .fxy-^ dy\ =f '^ \f ' dx. 



g Ja 



Auch hier kann man auf der rechten Seite das unbestimmte 
Integral nicht herstellen. Wir haben aber eine Relation zwischen 
zwei Integralen gewonnen, nemlich 

b h 

I clx = I ay. 

J lg X J y 

a g 

Das Integral rechts lässt sich nur dann ermitteln, wenn die trans- 
scendenten Ausdrücke unter dem Integralzeichen wegfallen, und 
dies findet statt, wenn a = 0, 6 = 1 gesetzt wird. Dadurch er- 
halten wir 

(18) / = dx = I — dy =z lg —' 

J Igx J y ^ ^ 9 

Doch müssen hier h und g beide positiv sein. Denn nur in 
dem Falle, dass wir von g nach h nicht durch hindurchgehen, 
ist das^ Integral -. 

h 

"dji 

y 



ß 
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auszufuhren, weil sonst — = x 

y 

wird bei y = 0, 

§. 13. 

Beispiele. 



Wir haben 



— a 



Hier können wir also ein bestimmtes Integral aus dem unbestimm- 
ten finden, indem wir für x einmal die obere, einmal die untere 
Grenze einsetzen und die Resultate durch Subtraction verbinden. 
Die Potenz e-«* vereinfacht sich aber in dem Falle, dass ;r = oo 
oder X = ist. Nehmen wir also diese beiden Grenzen und 
beachten, dass e-a« = 0, e-«-® = 1 wird für ein positives a, so 
ergibt sich 



(19) I e-^"' dx = — 



In derselben Weise erhalten wir 



a > 0. 



/ 



g-Co + bV-l)» 



Setzen wir auch hier die Grenzen und oo und nehmen a positiv, 
weil nur in diesem Falle die Function an der oberen Grenze nicht 
unendlich wird, so haben wir 

(20) / e-(« + &V=^^dfitJ = ^ , , a>0. 

Hieraus gehen noch zwei specielle Gleichungen hervor, indem wir 
das Reelle und das Imaginäre separiren. Es ist nemlich einerseits 

ß-(a+&V^aj -_ e—ax(^(>Qg J /^ — V — 1 sivt h x) 

und andererseits 

1 a — bV— 1 



a + bV—l a2 + 62 

Folglich ergibt sich 

/a 
e-«^ cos bxdx = » , ^^ ^ a > 0. 





00 



b 



(22) / e-"" sin hxdx = ^^ ]^, • o > 0. 



§. 14. Beispiel. 
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§.14. 

Beispiel. 

Wir haben nach der Formel (19) 



/ 



y 

unter der Bedingung, dass y positiv sei. Diese Gleichung können 
wir auf beiden Seiten mit einem von y abhängigen Differential- 
ausdruck multipliciren und darauf integriren, wenn nur die Bedin- 
gung erfüllt wird, dass y positiv bleibe. Wir wollen z. B. nehmen 



/ —dy = I sin ßydy 1 c^^ dx 

9 10 



X 



n gn 

= I ^y f ß""*^ sin ßy d 

g lo 

OD r Ä I 

= I dx I e-y^ sin ßy dy\ 



9 



Wir thun nun besser, zu particularisiren , indem wir ^r = 0, 
A = 00 setzen. Dann ist also 



/ 



sin ßy 

y 



dy 



dx Je- 



y sin ßydy 



vo 

Das innere Integral auf der rechten Seite ist nach (22) bekannt, 
wenn wir x positiv voraussetzen. Der Werth des inneren Integrals 
ist dann 

_ ß 



und wir haben also noch 



00 



X^ + /33' 



ßdx 
x^ + /3a 



r 
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zu suchen. Das unbestimmte Integral lässt sich ausfuhren. Es ist 



/ 



X 



ßdx . ^ . 



Wenn wir hier aber zu dem bestimmten Integral übergehen, 
so müssen wir auf das Vorzeichen von ß Acht geben. Es wird 
für a; = 00 



. X . n 
arc tg -^ = + 



2' 



wenn ß positiv, dagegen 



^ X Ä 

arctg j = ^^, 



X 



wenn ß negativ ist. Für a; = fällt beide Male arc ig -j weg. 
Wir erhalten also 



(23) 



/sin ßy j 



3t 



+ -^ für ^ > 0, 







/J = 0, 



-2 r, Y<0. 



Hier stossen wir zuerst auf ein Phänomen, das sehr interessant 
und wichtig ist. Das Integral (23) hängt nemlich.von der darin 
vorkommenden constanten Grösse ß ab. Der Werth des Integrals 

Fig. 3. 



7C 
S 



2 



Jt 



ist -|- _. für jedes positive /?, unabhängig von dem Zahlwerthe von ß] 

2» 



n 



er ist — -jr- für jedes negative /J, ebenfalls unabhängig von dem 
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Zahlwerthe von /5; er ist für /S = 0. In Bezug auf ß findet also 
in dem Werthe des Integrals eine Discontinuität statt, ein Sprung 
oder eigentlich zwei Sprünge neben einander. Diese Erscheinung 
kann man sich auch graphisch darstellen, indem man ß als Ab- 
scisse, den Integralwerth als Ordinate einer Curve betrachtet 
(Fig. 3). Für negative Abscissen ist diese Curve eine Parallele 

zur Abscissenaxe, im Abstände ^ unterhalb, für positive Abscissen 

eine Parallele zur Abscissenaxe, im Abstände — oberhalb, und der 

Punkt der Curve für /J = fallt isolirt in den Anfangspunkt der 
Coordinaten. 



§.15. 
Beispiel. 

Eine ähnliche Discontinuität haben wir bei dem Integral 



00 

/sin y , 

-—^cosyydy. 



Es ist hier sin y cos yy = ^ lein (1 + y) J/ + sin (1 — y)y\' 
Also zerfällt auch das bestimmte Integral in zwei andere 



00 00 



/sin y ,1 rsin (l +y) y , 
-^ cosyydy = ^J ^-^UlA dy 





00 



^x_j ^n^i-r)y ^^ 



y 

Die beiden Integrale rechts sind von der Form (23), und wir kön- 
nen nun drei Fälle unterscheiden. 

Ist y > 1, so ist (1 + y) positiv, (1 — y) negativ, also die 
Summe der beiden Integrale = 0. 

Ist 1 > y > — 1 , also (1 + y) positiv und (1 — y) positiv, 
so werden beide Integrale einander gleich und beide positiv, sie * 

geben also die .Summe + ö" 

Ist endlich y <! — 1 , so wird 1 +y<;0, 1 — y>0, also 
sind die beiden Integrale entgegengesetzt gleich und ihre Summe = 0. 
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Also erhalten wir 



(24) 



r für y > 1, 
f ^^^^^ cosyydy = ^ " 1 > r > — 1? 



i „ - 1 > y. 
Hier würde y als Abscisse, der Integralwerth als Ordinate 
einer Curve angesehen werden können (Fig. 4). Diese Curve ist 

Fig. 4. 
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eine Parallele zur Abscissenaxe , im Abstände - oberhalb, für alle 

Abscissen zwischen — 1 und + 1 , sie fällt dagegen mit der Ab- 
scissenaxe zusammen für alle Abscissen, deren absoluter Betrag 
grösser als 1 ist. Für y = + 1 ist der Integralwerth weder 

noch - , sondern das arithmetische Mittel von beiden, — • Denn für 

y = + 1 wird das zweite der obigen Integrale = 0, das erste 

7C SC 

= -Tt ^nd für y = — 1 wird das erste = 0, das zweite = -- 
4 ' 4 

Die Punkte der Curve für y = i 1 sind also i^olirte Punkte im 

Abstände + ~ von der Abscissenaxe. 

4 

Man kann das Resultat auch schreiben 

'Ofüry>l, 



QO 



1 

2 " 

1 - 



1 > y > - 1, 



2 « y = - 1' 







- 1 >y. 



Dies Integral hat also eine merkwürdige Discontinuität. 
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§. 16. 
Einführung neuer Variabein. Beispiel. 

Bei jedem bestimmten Integral kann man eine andere Ver- 
änderliche einführen, welche der ersten proportional ist, wenn 
man nur die Grenzen und das Differential danach ändert. Z. B. für 
X = Jcy wird 



J f{x)dx =Jf(hy)hdy. 



a a 

k 



Von diesem Satze wollen wir sofort eine Anwendung machen. 
Wir gehen aus von den Formeln (21) und (22). Schreiben wir 
in (21) y statt a, so ist die Formel gültig, wenn y grösser als 
bleibt. Wir multipliciren mit sin hy dy auf beiden Seiten und 
integriren von y = bis oo , was nach der für y gefundenen Be- 
dingung erlaubt ist. Es ergibt sich 

00 00 00 

/ti sifi Je w / / 

^ ^ j\ dy = I cos hx dx | / e~^y sin hy dy 
^ lo 

Auf der rechten Seite lässt sich aber das in der Klammer enthal- 
tene Integral ausführen nach (22), da x positiv bleibt. Es wird 
also 

OD 00 

.... ry sin hy , rh cos hx , 



62 + 2/2 .-^ J fc2 + ^2 



Dies ist freilich nur eine Gleichung zwischen zwei Integralen, von 
denen jedes einzelne ohne weiteres nicht ausführbar ist. Durch 
eine kleine Veränderung können wir sie jedoch so umgestalten, 
dass sich wirklich der Werth der Integrale ermitteln lässt. Setzen 
wir auf der linken Seite der letzten Gleichung 

h 
y = ^ x^ 

danodt der Sinus auf der rophtiffw Seite und der Cosinus auf der 
linli S n dann zu demselben Bogen gehören, so erhalten wir unter 
dem ersten Integral 



32 Erster Abschnitt. Bestimmte Integrale. 

X sin b X /b\^ -, x sin b x 



- + © 



(1)'^^ 



6\^ o \fe/ *2 + a;2 



da?. 



Für die Grenzen müssen wir nun die entsprechenden Werthe 
suchen. Soll die obere Grenze + oo werden, so müssen wir für 
b und Ä dieselben Zeichen voraussetzen. Die untere Grenze wird 0. 
Danach erhalten wir aus (26) 

/ar,\ rlccosbx , Pxsinbx , ß^ f\ 

(27> J WT^ ^"^ =J li-+^ '^^^ [k > V- 

' 

Zwischen diesen beiden Integralen finden wir leicht eine weitere 
Relation durch DiflFerentiation unter dem Integralzeichen. Setzen 
wir nemlich 

/oQ\ r cos bx , 



SO wird 



dx. 



du rx sin bx 

db ~~ J k^ 4- ^2 



Also erhalten wir die Gleichung 

, du 

hu = — j-T 

db 

oder 

Jcdb = 

u 

Daraus geht durch Integration hervor 

kb = — Igu -\- Ige 
oder 

worin c die Integrationsconstante bezeichnet, die aber nur von b 
unabhängig zu sein braucht. Um ihren Werth zu bestimmen, 
haben wir einen Fall zu suchen, in welchem der Werth des Inte- 
grals bekannt ist. Ein solcher Fall ist 6 = 0. Dann \\ird einer- 
seits M = c, andererseits 

dx 



u 



=/ 



fc2 -f a;2 

u 

Nun ist aber das unbestimmte Integral 

dx l . X 



/ 



h^ -\- x^ k ^ k 
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An der untern Grenze erhalten wir immer 0, an der obem aber 
^, wenn Je positiv ist, dagegen , , wenn h negativ ist. Es er- 
gibt sich also fcc = i-jr, je nachdem Je positiv oder negativ ist. 
Wir erhalten demnach, da jedes der Integrale in (27) = Jeu ist: 



(29) / 



qp 

X sin bx j 

ax = 



jt 



Jc^ + x^ 



+ -jr- e-^^ für 6 > 0, Ä > 0, 



-|e-^^ „ &<0,fc<0. 



Zu diesem Resultate sind wir von der Gleichung (26) aus ge- 
langt, indem wir die Substitution 

b 

anwandten, die aber nur zulässig erscheint, wenn y > ^ i^^- Wir 

können jedoch das Resultat von dem Vorzeichen von Je unabhängig 
machen. Es ist nemlich nur zu bemerken , dass auf der rechten 
Seite der Exponent von e in beiden Fällen wesentlich negativ ist. 

Bezeichnen wir also mit VP die positive Quadratwurzel aus fc^, so 
können wir die Gleichung (29) auch so schreiben: 



/o A\ Px sinbx , 

(30) J^zir^äx = 






In dieser Gleichung kommt die positive oder negative Zahl Je selbst 
gar nicht mehr vor, sondern auf der einen Seite nur ihr Quadrat, 
auf der andern nur ihr absoluter Zahlwerth. Die Gleichung (30) 
ist demnach allgemein gültig. Man kann sich davon auch auf dem 
folgendeijl Wege überzeugen. Ist 

T<»- 

BO substituireii vir auf der linken Seite von (26) 

b 

und erhalten dadurch statt der Gleichung (27) 

/nrT*x r^ (^os *^ ^ r^ 5^^ *^ ^ (^ ^(^ 



Biemann. Partielle Differentialgleichnngen. 
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Bezeichnen wir dann wieder das Integral (28) mit m, so ergibt 
sich jetzt 



du 
dl 



= -|- ÄU, 



und folglich 



u = ce + **. 



Die Integrationsconstante c bestimmt sich wie vorher. Es 
wird wieder 



7t 



je nachdem Tc positiv oder negativ ist. Wir erhalten also statt der 
Gleichung (29) jetzt 



p") m 



sin h X 



-f x^ 



dx = 



+ ^e + *6fur 6>0, Ä<0, 



Diese und die Gleichung (29) sind in (30) zusammengefasst. 
Man sieht noch leicht, dass 



(31) 



u 



00 



cos hx 
A2 + x^ 



dx = 



7C 



2VP 



e-ftV** für 6 > 0, 



ist. Nehmen wir 6 = 0, so ist die Gleichung (27) nicht mehr 
gültig. Es wird dann der Werth des Integrals (30) = 0, weil 
sin hx •= isX für jedes x. Das Integral (31) hat dagegen für 

6 = den Werth — ^• 

2V^ 

Wir nehmen Tc positiv und addiren die Gleichungen (30) und 

(31), nachdem die letztere mit h multiplicirt ist. Dann ergibt sich 

jre-»»^ für 6 > 0, 

00 

/ xsinbx -\- kcosbx ^^ __ I £r , 

Ä2 + a;3 2 " ^— ' 

l „ 6<0. 

Es findet also auch hier für 6 = eine Discontinuität statt. 
Nehmen wir h als Abscisse und den Integralwerth als Ordinate 
einer Curve (Fig. 5), so ist diese für positive Abscissen eine loga- 
rithmische Linie, welche die positive Abscissenaxe zur Asymptote 
hat und die Ordinatenaxe im Abstände n vom Anfangspunkte 



(32) 



1 
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triflFt. Für negative Abscissen fällt die Curve mit der Abscissenaxe 
zusammen, und der Punkt, welcher zu 6 = gehört, liegt weder 

Fig. 5. 




auf dem einen, noch auf dem andern Zweige, sondern isolirt im 



% 



Abstände -jr über der Abscissenaxe. 
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Beispiel. 

Wir wollen noch das Integral 



ableiten und zu dem Zwecke ausgehen von dem Doppelintegral 



00 00 



Li'-"- 



yy 



dx dy 





X 



X 00 

= / ß-«« dx I e^yy dy 



!00 



»" dy\ 



00 

iß- 

u 



XX 



dx 



> • 



Es ist nemlich bei der Integration nach x das Element des 
Integrals = c~** da?, multiplicirt mit einem Integrale, das x gar 
nicht enthält und deshalb als constanter Factor vor das Integral- 
zeichen gesetzt werden kann. Ferner haben wir 

_ 3* 
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/ 



00 

c-** dx z=z I e-yydy, 





weil 88 auf den Integrationsbuchstaben nicht ankommt Das 
Doppelintegral 




ist also gleich dem Quadrate des einfachen Integrals 



/ 



Wenn wir jetzt statt y eine andere Variable t einführen und 
setzen 

so ist äy = d?äf, weil in dem Integral nach y immer x constant 
ist Die Grenzen für t sind wieder und oo , und wir erhalten 



00 00 



/ /c-«*-yy dxdy 



00 00 

= \ dx /g-^^rn-«*; 



xdii 



fäi \fe- 



=J dt {J e-^'^^'^^yxdx] 

lo 

In dem letzten Ausdrucke lässt sich die Integration nach x un- 
bestimmt ausführen, nemlich 

also 







g-aja;(l + ««) xdx = 



2 (1 + <«) 



Es bleibt daher nur noch das Integral nach f, nemlich 







dt 1 , « 

= -arctg «> = -r 



2 (l+<») 2 " 4 



Folglich ist 



1 
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(33) y e-«« äx = ^^ 



2 





Es kann hier nur das positive Vorzeichen der Quadratwurzel 
gelten, weil die Function unter dem Integralzeichen wesentlich 
positiv ist 



§. 18. 

Beispiel. 

Führt man in (33) statt x eine proportionale Variable ein, 
z. B. durch die Substitution 

X = ay^ « > 0, 



so ist 



r Vit 

I €r^<^yy ady = -0"' 



also 



und 



00 _ /— • 

J ^ 2a 



00 - /— 





Auch hier ist die Quadratwurzel mit positivem Zeichen zu nehmen. 
Aus der letzten Gleichung kann man eine Menge anderer be- 
stimmter Integrale ableiten durch das Differentiiren unter dem 
Integralzeichen. Difierentiirt man, und zwar n-mal in Beziehung 
auf a, so findet sich 



oder 



— ll/i ^11 — 

~ 2 K a wl (4a)»»* 
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Diese Gleichung gilt auch noch für n = 0, weil wir dann auf den 
einfacheren Fall, von dem wir ausgingen, zurückkommen. 

Aus dem eben gefundenen Integral wollen wir noch ein ande- 
res ableiten durch Reihenentwicklung. Wir nehmen 

/ e-**« (JOS ßxdx 
b 
und lösen den Cosinus in eine Reihe auf, die nach geraden Poten- 
zen von X fortschreitet. Dann können wir jedes Glied nach der 
vorigen Formel berechnen. Wir erhalten 



~ 00 



{—ß^x^Y 



/ g-*»« cos ßxdx = I ax ß-»** > / . 

*^~^ 



00 




rje- 



(—ß^Y 



d.h. 



^^ {-ß'Y nA (2n)! 1 

^ (2n)! 2 K a n! (4ft)»» 
— 2 K ä ^ w! \ 4a y' 



- '- ßß 



(35) I e-"'''' cos ßxdx = -^y-e **' 



worin /} keiner Beschränkung unterliegt, aber y/ - positiv zu neh- 
men ist. 



^ 



HOl S£-OI SU nuoj 

Aa aoan 
aaiaavi 



VT? o •3881 • • • uaSunqo 

•ONTivD qoTJpaiJj Saoaf)*uu^m9TH hohxüv 



Wir ge^en jetzt über zu der Entwicklung von Functionen in 
sogenannte trigonometrische Reihen, d. h. in Reihen /welche fort- 
schreiten nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der ver- 
änderlichen Grösse. Bevor wir diese Entwicklung vornehmen, ist 
es zw£ckQiässig, einige allgemeine Betrachtungen über die Conver- 
gen^ unendlicher Reihen vorauszuschicken. 

Es sei 

Sft = «0 + öti + 02 H (- a„. 

Ist dann Um Sn = c Glr n = oo und c eine bestimmte end- 
liche Zahl, so heisst die unendliche Reihe 

ao -|- «1 -f- »2 H~ ••• 
convergent. und c ist ihre Summe. 

In diesem Falle hat man für lim n = oo 

lim (Sn — Sn-l) = 0, 

und 

lim (Sn + m^Sn) = 0, 

wie gross auch m gewählt werden möge. D. h. mit anderen Worten: 
in einer convergenten unendlichen Reihe ist 

Um On = 0, 

?iW (a„ + 1 -f- «n + 2 + • • • + «n + m) = 0. 
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Wir betrachten zunächst eine Reihe, deren Glieder sämmtlich 
positiv sind, 

(36) Po -f i)i +P9-] 

und fragen, unter welchen Bedingungen sie convergire. Wir setzen 

Die Bedingung, dass lim p^ = sei, genügt hier nicht, um 
die Gonvergenz der Reihe zu sichern. Man überzeugt sich davon 
an der harmonischen Reihe 

I + I + l-t-. .. + ! + ... 

Hier ist lim — = 0. Aber die Summe der Reihe wird unendlich 

n 

gross, wenn n ins Unendliche zunimmt. Denn man kann den Bruch 

— durch ein bestimmtes Integral ausdrücken: 
n 

1 



n J 



^ dx. 



u 

Dadurch erhält man 



ri — x^ , 



und diese Summe nähert sich für wachsende n der Grenze 



Die Function unter dem Integral wird an der obern Grenze un- 
endlich. Wir nehmen also statt dieser obern Grenze 1 — h £, 
indem wir mit Ic eine willkürliche positive Constante und mit s 
einen positiven echten Bruch bezeichnen, welcher der Null beliebig 
angenähert werden kann. Das unbestimmte Integral lässt sich 
herstellen, es ist 

und daher 

1 — k« 

J fZT^ = — ^^ (1 — l~ke) — — Igks. 



Lassen wir nun € in übergehen, so wird 

lim ( — Igha) = -j- oo. • 



/ 
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Wir müssen demnach zu der Bedingung, dass lim pn = sei, 

noch eine andere hinzufügen. L ässt sich nun eine endliche Z ahl 

A angeben, so dass 
' lim Sn <C Ä 

bleibt, so folget daraus die Convergenz der Reihe. Denn es muss, 
da sämmtliche Glieder der Reihe positiv sind, die Summe s» zu- 
nehmen mit wachsendem n. Lassen wir aber eine veränderliche 
Zahl X das Intervall von bis Ä stetig wachsend durchlaufen, so 
muss sich dabei ein Werth x = c finden, der so beschaffen ist, dass 
lim Sn die Werthe von x noch überschreitet, die kleiner sind als c, 
dagegen die Werthe nicht erreicht, die grösser sind als c. Dann ist 

lim Sn = c 
und deshalb die Reihe convergent. 

Bringt man die Glieder der Reihe (36) in irgend eine andere 
Anordnung, so fragt es sich, ob dadurch der Grenz werth von Sn 
geändert werde. Es zeigt sich, dass dies nicht der Fall ist. Denn 
man braucht nur in der neu geordneten Reihe bis zu einer Stelle 
zu gehen, der alle Glieder mit dem Index < w -|- I vorhergehen. 
Als Summe der Glieder bis zu dieser Stelle erhält man dann einen 
Werth, der entweder = s„ ist oder noch näher an c liegt, als s«. 
Daher nähert sich auch hier die Summe derselben Grenze c, wenn 
man n ins Unendliche wachsen lässt. D. h. die Summe der Reihe 
ist unabhängig von der Anordnung der Glieder. 



§. 20. 

Eintheilung der convergenten Reihen in zwei Classen. 

Wir betrachten die Reihe 

(37) «0 + «1 + ö^a + »3 H > 

welche positive und negative Glieder enthalten soll. Die positiven 
Glieder für sich mögen eine Reihe bilden 

(38) l>o + JPi + JPir 4- 1>3 ••• Gi^ Pn = 0), 
und die negativen Glieder lür sich eine Reihe 

(39) — Qo —qi — 22 — Qz '" (Kw «n = 0). 
Bei der Untersuchung über die Convergenz der Reihe (37) 

sind vier Fälle zu unterscheiden, nemlich 
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1. die Summe der Reihe (38) ist unendlich, die Summe der 
Reihe (39) endlich ; 

2. die Summe von (38) ist endlich, die Summe von (39) un- 
endlich; 

3. die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide 
endlich; 

4. die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide 
unendlich. 

Im ersten und zweiten Falle ist die Reihe (37) divergent, ihre 
Summe ist im ersten Falle -f- oo , im zweiten Falle — oo . 

Im dritten Falle ist die Reihe (37) convergent, ihre Summe 
unabhängig von der Anordnung der Glieder. Man überzeugt sich 
davon durch die folgende Betrachtung. Es sei P die Summe der 
unendlichen Reihe (38), — Q die Summe der unendlichen Reihe 
(39). Die Reihen (37), (38), (39) seien ursprünglich so geordnet, 
dass 

«0 + ^1 + • • • -f- öfw + n + 1 
==JP0 +i?l + ••• -\-Pfn 

— 3o — gi — gn. 

Wir bezeichnen die Summe auf der linken Seite dieser Gleichung 
mit Stn-^n-\-i inid setzen 

i>0 + i^l H \-Pm = Pm, 

Dann ist bei der ursprünglichen Anordnung der Glieder 
lim 5m + n + i = lim (Pm — Qn) = Um Prn — Um Qn = P — Q, 
also nach der Voraussetzung eine bestimmte endliche Zahl. 

Werden nun die Glieder der Reihe (37) in beliebig veränder- 
ter Reihenfolge genommen, so braucht man in der neu geordneten 
Reihe nur bis zu einer Stelle zu gehen, welcher sämmtliche p mit 
dem Index <^ m -{- 1 und sämmtliche q mit dem Index <[ w -f- 1 
voraufgehen. Die Summe der Reihe bis zu dieser Stelle ist dann 
entweder P^— Qn^ oder sie liegt zwischen P -- Qn und P^ — Q. 
Folglich nähert sich auch diese Summe, wenn man die Gliederzahl 
ins Unendliche zunehmen lässt, der Grenze P — Q. 

Im vierten Falle kann man die Glieder der Reihe (37) stets so 
anordnen, dass ihre Summe einen beliebigen Werth K erhält. Man 
nimmt so lange positive Glieder, bis der Werth K eben über- 
schritten ist, dann so lange negative Glieder, bis die Summe eben 
unter K herabsinkt, und wiederholt dasselbe Verfahren beliebig 
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oft, 80 nähert sich die Summe der Reihe fortwährend dem Grenz- 
werthe K. Denn bricht man die Reihe bei einem positiven Gliede 
ab, so dass 

ist, so unterscheidet sich die Summe der Reihe von der Grösse K 
um weniger als p^. Bricht man dagegen bei einem negativen 
GUede ab, so dass man 

i>o H — g,_i>JE; 

JPo H — gv-i — qv<K 

erhält, so ist die Summe der Reihe um weniger als qv von der 
Grösse K verschieden. Es ist aber lim p^ = und lim qv = 0. 
Wenn man also das Verfahren nur hinreichend lange fortsetzt, so 
kann man die Summe der Reihe beliebig nahe an die Grösse K 
bringen. 

Wir haben demnach zwei Classen von convergenten Reihen 
zu unterscheiden, nemlich solche, deren Summe unabhängig von 
der Anordnung der Glieder ist, und solche, die je nach der Anord- 
nung der Glieder eine andere Summe geben. 

Zu der letztgenannten Classe gehört das folgende Beispiel. 
Wir nehmen die harmonische Reihe sowohl für die Reihe der p 
als für die Reihe der q. Wird die Reihe (37) dann so gebildet, 
dass die Glieder abwechselnd positives und negatives Zeichen haben, 
so hat man 



lim 



['-' + ^U^r:-]=»- 



Nehmen wir aber stets zwei positive Glieder und darauf ein 
negatives, so ergibt sich 

f2m ^ *** 1 ) 2m ^ 

n = m + 1 



= lim — 
m 



i 
1-+^— + ...+ 1 + ' 



1 _L J. 1 _L Jl 1 J_ -JITT./. 1 J_^ 



=ri='"'- 
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Man kann aber auch ganz allgemein lg Je als Summe der Reihe 
herstellen. Denn nimmt man stets Je positive GUeder zusammen 
und darauf ein einziges negatives, so ergibt sich 



= lim 



' lern I 
n = l 



m 




n = l 



1 

n 



= lim — 
m 



1 + 



m 



+ 



Jcm ^ 

= lim ^ - 

^ n 

1 

■ — i-'" • • • ■ i " 



1+^ 
' m 



1 + 



(k — \)m 



m 



=/t=''^ 



Zu d en Reihen, deren G lie4er in einer bestimmt vqrgeschrie- 
benen Anordnung genommen wer den müssen^ gehören die Pailiftn^ 



weiche nachden Sinus und Cosinus der Vielfachen der Veränder- 
lichen fortschreiten, und diese sollen in den folgenden Paragraphen 
den Gegenstand der Betrachtung bilden. 



§. 21. 

Die Reihe, welche nach den Sinus der Vielfachen des 

Argumentes fortschreitet. 

Wir betrachten die Reihe 
(40) ai sin x -\- a^ sin 2x -\- a^ sin %x -\- -** 

Eine solche Entwicklung scheint mit der nach Potenzen von 
X im wesentlichen übereinzustimmen, sie ist aber durchaus davon 
verschieden. Es wird sich zeigen, dass in der Form (40) sich selbst 
solche Functionen entwickeln lassen, deren Verlauf ganz unregel- 
mässig ist, und die, je nachdem die Veränderliche zwischen ande- 
ren Grenzen liegt, ganz verschiedene Gesetze befolgen, analog den 
Erscheinungen bei den discontinuirlichen bestimmten Integralen. 
Solche Reihen sind zuerst behandelt bei dem Probleme der schwin- 
genden Saiten, mit wekhem sich um die Mitte des vorigen Jahr- 
hunderts Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange u. a. beschäf- 
tigten. Bei der Art, wie Dan. Bernoulli die Aufgabe behandelte, 
wurde es nöthig, eine Function /(^) in eine solche Reihe zu ent- 
wickeln, und zwar musste die Entwicklung gültig sein für alle 
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Werthe von x zwischen und n. BernouUi bestimmte die Coef- 
ficienten der Entwicklung nicht, sagte aber: was für eine Cunre 
auch gezeichnet werden möge, die Ordinate müsse sich doch immer 
in dieser Form darstellen lassen. Er berief sich darauf, dass in 
der Reihe eine unendliche Anzahl von Coefficienten vorkomme. 
War die Behauptung BernouUi's richtig, so musste man nach- 
weisen können, dass die Entwicklung auch für die Ordinaten einer 
gebrochenen Linie passt, ebenso gut wie für jede andere Curve. 
Dies bestritt Euler, weil man auch in der Reihe 

die Coefficienten nicht so bestimmen könne, dass die Linie von 
einem bestimmten Punkte aus ihre Richtung plötzlich ändere. 
Dies ist freilich richtig, denn/(a;) z=i a -\- hx stellt eine gerade 
Linie dar bis ins Unendliche, aber keine gebrochene Linie. In der 
That schien damals die Darstellung einer gebrochenen Linie auch 
in der Form (40) nicht möglich, und Bernoulli konnte auf den 
Einwurf Eul er 's nichts weiter erwidern, als dass man eine un- 
endliche Anzahl von Coordinaten habe und diese beliebig bestim- 
men könne. 

Erst durch spätere. Untersuchungen hat es sich herausgestellt, 
dass es möglich ist, die Ordinaten einer gebrochenen Linie in der 
Form der Reihe (40) auszudrücken. Am einfachsten ist diese Ent- 
wicklung, indem man von einer endlichen Anzahl von Gliedern zu 
einer unendlichen übergeht Man sucht also zunächst für einzelne 
besondere Werthe der Variablen die zugehörigen Werthe der Func- 
tion durch die Reihe (40) auszudrücken, ohne sich jedoch an eine 
beschränkte Anzahl zu binden. Wenn man dann die Anzahl dieser 
Werthe immer weiter vermehrt, so kommt man endlich zu einer 
unbestimmten Anzahl. Also, geometrisch aufgefaßt, bestimmt man 
zuerst für einzelne Abscissen die Ordinate, und zwar für immer 
mehr und mehr, und geht dann zu der unendlichen Anzahl über, 
d. h. man nimmt die ganze Curve. 



§. 22. 



Summirung der w — 1 ersten Qlieder. Qrenzwerth fupn= oo . 

Wir wollen die Reihe aus n — 1 Gliedern bestehen lassen, 
also setzen: 
(41) f{x) = üi sinx -|- Oj sin2x + ••• + a„_i sinn — Irr. 



46 Zweiter Abschnitt. Unendliche Reihen. 

Diese Function hat den Werth für a? = und fiir'rc = jr. 
Wir wollen daher ihren Verlauf nur für solche x betrachten, die 
grösser als und kleiner als n sind. Unter dieser Beschränkung 
können wir für n — 1 bestimmte, beliebig gewählte Werthe von 
X die Functions werthe in Uebereinstimmung bringen je mit der 
entsprechenden Ordinate einer willkürlich genommenen Curve. 
Dadurch erhalten wir nemlich n — 1 Bedingungsgleichungen, in 
welchen die n — 1 Unbekannten «i, a2,««»a«_i linear vorkommen. 
Diese werden sich also, allgemein zu reden, aus den Bedingungs- 
gleichungen eindeutig bestimmen lassen. Wir wählen die w — 1 
bestimmten Werthe von x so, dass sie eine arithmetische Pro- 
gression bilden, also 

yt 2n 37t mn n — Itc 

n^ n n ^ n n ' 

und bezeichnen die zugehörigen Ordinaten der Curve mit resp. 

yn 2/2? 3/39 ••• Vm, ••• J/n-1. 

Dann sind n — 1 Werthe der Function f{x) festgelegt durch die 
Gleichungen 

Daraus ergeben sich für die n — 1 unbekannten Coefficienten in 
(41) die Gleichungen 

/ ( — ) = ai s^n — \-a2Sin2 — \- a«-! sm (n — 1)-, 

•^ \nj w' w' I"' V ^^' 

/( — ) = aiStn \-a2Stn2 f-Un-iSmin — 1) — , 



K"^) 



. . w — 1ä , . - n — l7t , 

tti Sin \- a.2 sm 2 h 



••• + «n— 1 stn (n — 1) 

n 

Aus diesen Gleichungen haben wir die Werthe der Grössen 
ai, «2, ••• a„_i zu bestimmen. Hierfür hat zuerst Lagrange*) 



*) Miscellanea Taurinensia. Tomus I. Recherches sur Ja nature et la 
propagation du son. — Mise. Taur. Tom. III. Des vibrations d'une corde 
tendue et chargee d'un nombre quelconque de poids. (Pag. 247.) — Ueber 
die directe LösuDg mit Hülfe der Determinanten -Theorie sehe man nach 
in dem Aufsatze; Solution de la question 979, par M. E. de Hunyady. 
(Nouvelles Annales de Mathematiques. 2. serie. Tome 11. 1872.) 
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ein sehr einfaches Mittel angegeben. Wenn man nemlich jede 
/Gleichung mit einem besondem unbestimmten Coefficienten multi- 
plicirt lind dann sämmtliche Gleichungen addirt, so lässt sich das 
System der unbestimmten CoefQcienten so bestimmen, dass in der 
Summe alle Grössen a bis auf eine mit multiplicirt sind. Im 
allgemeinen würde die Ermittlung des Werthes der unbestimmten 
Coefficienten von einer ähnlichen Frage abhängen, wie die Lösung 
der Gleichungen selbst. Für unsere Gleichungen aber gibt es ein 
sehr einfaches Factorensystem. Um irgend ein a zu berechnen, 
hat man jede Gleichung mit dem Doppelten des Factors zu multi- 
pliciren, mit welchem das a in der Gleichung schon multiplicirt 
ist. Soll also Um ermittelt werden, so multipliciren wir die erste 

Gleichung mit 2 sinm-, die zweite mit 2 sin m^^, die dritte mit 

n n 



3 Ä fh —^ 1 '3t 

2sinm — , u. s. f., die letzte mit 2sinm und addiren die 

n w 

Resultate. Es fragt sich dann, was in der Summe multiplicirt ist 

mit aft fiir Ä ^ »n, und was multiplicirt ist mit am» Als Factor 

von üjc erhalten wir 

Ajc = 2{ sinh-stnm — \- sink — smm f- *•• 

\ n w ' n n ' 



, . 7 n — 1 ;r . n — l7t\ . 

+ sin Je stn m ) • 

' n w / 



Hier lässt sich jedes Glied verwandeln nach der Formel 

2 sin a sin ß = cos (a — ß) — cos (a -f- ß). 
Dadurch ergibt sich als Factor von au 

Ajc = cos(k — m)-'-f-cos{k — m). 1 |-cos(Ä; — m) 



Es kommt also darauf an , zu summiren 

s = cos -}- cos^2 -f- • • • + ^^^ (** — ^) ^• 
Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 2 cos 
und verwandelt die Producte von Cosinus in Summen, so er- 
hält man 

2scose = 1 + cosd + cos2e + -• + cos (n — 2) 

-{- cos20 -\- cosSd -f^ cos 4 -f- 1- ^^^ w 0. 
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Für die erste Reihe auf der rechten Seite können wir schreiben 
1 — cos (w — 1) 6 -|- s, für die zweite Reihe cosnd — cosO -\- 8 
und erhalten also aus der letzten Gleichung 

2s(l — cos ö) = — (1 — cosO) + [cos (n — 1) Ö — cosnO], 
oder 

^ 1^ , cos (w — 1) ö — cosnO 

^"" " 2 "^ 2 (1 - cos 6) 

2 sin^Osin r fl 

= -. i J ^ i 

2 ' 11 

4 sin^dsin^O 

sin (2 w — 1) ^5" 
i j f 

r — — t ■ a 

2 ' 1 

2 sin ^ ö 

Mit Hülfe dieser Formel lässt sich der gefundene Ausdruck für Aje 
summiren. Die Formel kann allerdings in ihrem letzten Gliede die 

Form : annehmen, wenn sin — 6 = 0, also 6 ein Vielfaches von 

2« ist. Dies tritt aber in unserm Falle nicht ein, da h und m 
beide kleiner als n und von einander verschieden sind. Wir haben 

nun einmal d = (k — w) — , und einmal 6 = (fc + w)— zu setzen: 

in beiden Fällen liegt dann der Zahlwerth von zwischen und 2 n. 

Nehmen wir nun ö = — , wo A immer eine ganze Zahl und ent- 

n 

weder = Je — m oder = Jc-{-m ist, so wird 



, stnlhx — TT-) 
1 , \ 2w/ 



^~ 2 + o • *^ 

2sm rr- 

2n 

Auf der rechten Seite kann der Nenner des zweiten Gliedes nicht 
= werden. Lösen wir im Zähler den Sinus der Differenz auf 
und beachten, dass sinhn = ist, so vnrd 

stnrr—cosnn , 
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Dieser Werth von s ist oder — 1, je nachdem ä ungerade 
oder gerade ist. Es sind aber Ä — m und Je -\- m immer gleich- 
zeitig gerade oder ungerade, und folglich haben die beiden Reihen, 
deren DiflFerenz = Ä]e ist, immer denselben Werth. Der gesuchte 
Factor von au ist also = 0, wenn Je von m verschieden ist. 

Der Factor von a«» findet sich, indem wir in Äjc setzen Jc = in. 
D. h. es ist 

^„,= 1 + 1 + ... +1 

cos2m \- cos 2m \- • • • + cos 2m 1« 

w ' w ' w J 

Die erste Beihe ist = w — 1. Um die Klammer in der zweiten 
Reihe zu summiren, hat man in dem letzten Ausdrucke für s zu 
setzen h = 2m. Die Summe in der Klammer wird also = — 1, 
und daher ist 

Wir erhalten das Resultat 

(42) nam = 2f (^-j stn — + ^/[—J ^^^"l^T + ' " 



I « ^/^ — 1 ^\ • 



n — 1 mn 
sin 



und darin ist der Reihe nach 

jw = 1, 2, 3, ... w — 1 
zu setzen. 

Gehen wir jetzt vom Endlichen zum Unendlichen über, so 

haben wir zu untersuchen, was aus dem Goefficienten a«» wird, 

wenn n immer mehr wächst. Es ist 

2 n{j,/7t\ . mn , ^/27r\ . 2m7t , 

a«i = {/ ( — ) sm h/( — ) sm 

% nV \nj n ^ -^ \n J n ' 



'n — 1 ^\ . w — lmjt\ 
sm 






n 

Lassen wir auf der rechten Seite n ins Unendliche zunehmen, so 
erhalten wir 

Um = — I f{x)sinmxdx. 



Hiermit ist unsere Aufgabe gelöst. Die Goefficienten in der Ent- 
wicklung von f{x) sind so bestimmt, dass die Function für einen 
beliebigen Werth von rc, der grösser als und kleiner als n ist, 
die Ordinate einer willkürlich genommenen Gurve ausdrückt. Es ist 

Biemann. Partielle Differentialgleiohaiigen. ^ 
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freilich nicht gesagt, dass die Coefficienten sich immer in endUcher 
Form entwickeln lassen. Aher wir haben sie doch in Form von 
bestimmten Integralen. Die Entwicklung von / (x) lautet danach 

(43) f(oc) = üi sin x -{■ a2$in2x -{- "- -{■ a^ sin mx -j~ - - 



V 

am = — I f{(x)smmada. 



7C ^ X ^ 0. 

Die Function ist hier an gar keine analytische Eigenschaft 
gebunden, sondern kann sich an verschiedenen Stellen ändern. 
Die Coefficienten sind dann immer noch durch bestimmte Integrale, 
also durch Flächen ausgedrückt. 

Hiernach könnte man den Versuch machen, mit einer Potenz- 
reihe ebenso zu verfahren, d. h. eine parabolische Curve an belie- 
bigen Stellen mit einer willkürlich genommenen Curve zusammen- 
fallen zu lassen und hierauf die Anzahl dieser einzelnen Stellen 
unendlich zu vermehren. Dies geht aber nicht, wie man leicht 
sieht, und der Grund davon hegt eben darin, dass der Uebergang 
zum Unendlichen nicht ausführbar ist. Bei der parabolischen 
Curve nähern sich die Coefficienten nicht wie hier einer bestimm- 
ten Grenze, wenn man die Gliederzahl der Reihe ins Unendliche 
zunehmen lässt. Man kann also eine solche parabolische Curve 
nicht mit einer gebrochenen Linie zusammenfallen lassen, wenn 
man auch noch so viele Punkte auf beiden gemeinschaftUch 
nehmen kann. Vielmehr schwankt für die dazwischen liegenden 
Punkte die parabolische Curve hin und her. Also war das Argu- 
ment von Daniel BernouUi, dass er unendUch viele Coefficien- 
ten habe und diese nur zu bestimmen brauche, im allgemeinen 
a priori nicht richtig, sondern er hätte nachweisen müssen, dass 
jeder Coefficient sich immer einem bestimmten Werthe nähert. 

Aus der obigen Entwicklung erhellt, dass die Function für 
X = und X = jc nicht mehr durch die Reihe dargestellt wird. 
Denn die Reihe hat für diese beiden äussersten Werthe der Va- 
riablen den Werth 0, während die Function beUebige andere Werthe 
haben kann. 
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§. 23. 
Beispiele. 

I. Wir nehmen als Beispiel 

f{x) = X. 
Dann lässt sich das unbestimmte Integral 

f{a)sinmoi,da 
leicht finden. Es ist 



/■ 



/, acosma , r 

m J 



cosma , r dot 

cos in a — 
m 



acosma , sinma , 

= ö h ^• 

Hiernach erhalten wir das bestimmte Integral 

, cos mit 
a sinm ada z= — tc , 



also 



I 



n 

um = — I ccsinmadu = 



m 
2 cos m 7t 



m 





Der Cosinus ist abwechselnd — 1 und -\- 1. Wir haben da- 
nach die Entwicklung 

1 . sin2x . sinSx sin4:X . 

2 ^ = '*'*^ — 2- + —3 r- -^ 

Für X = sind beide Seiten der Gleichung = 0. Die Ent- 
wicklung gilt also noch für a: = 0. Beide Seiten gehen ins Ent- 
gegengesetzte über, wenn x mit — x vertauscht wird. Folglich ist 
die Gleichung gültig für -j- ä >> rc >> — ä, dagegen nicht mehr 
für a? = + ITT. 

IL Wir können auch eine Function, die von x = bis x = n: 
constant, z. B. = 1 ist, in eine Reihe entwickeln. In diesem. Falle 

haben wir 

, cosma . 

sm maäa = h c, 

m ' 



also 



/ 

2 /* 2 

am = — / sinmadcc = —' 

n J 7t 



2 1 — cos m 7t 

. — - ■. . ■ - • 

m 

4* 
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Dieser Werth ist = für ein gerades m, dagegen = — für 

fH7C 

ein ungerades w. Folglich ergibt sich 

TC sinx , sinSx , sin6x . 

Diese Entwicklung ist für x = und x = 7t nicht mehr gültig. 
Vertauscht man x mit — x^ so geht die rechte Seite ins Entgegen- 

gesetzte über. Die Summe der Reihe ist also = — — für negative 

X. Sie ist = für rc = 0. An dieser Stelle findet also ein dop- 

3t 7C 

pelter Sprung statt, von -j auf und von auf — —, wenn x aus 

dem Positiven durch ins Negative übergeht. 

III. Suchen wir nun auch die Ordinaten einer gebrochenen 
Linie durch die Reihe (43) darzustellen. Sie sei zusammengesetzt 
aus den Katheten eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Hypotenuse das Stück der rr-Axe von bis n sein möge 
(Fig. 6). Dann haben wir 

f^^ o" '^ ^ = ^ /(^) = ^' 

für jt Z 



^^2 



f{x) = n — X. 



Fig. 6. 




Das Integral muss hier in zwei zerlegt werden, nemlich 



IT 

T 



/f(a)sinmadc6 = f f(ct)sinma da -\- j f{a)sinmada 
«■ 



ir 



rr 



r= / asinmadu -\- I (tt — u)sinmada. 



IT 

T 
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Es ist aber 

,/ m ^ m'^ ~ ' 



f 



(^ ^\ai^^^;i^ ^cosma . acosma sinma , 



folglich 

n 111 

oc sinma da = 4- 



2 

/ 



m • m' 



und 



IT 



11 .1 

-^Ttcos-^m^t stn-T^mTt 
(tc — a)sinmada =i i 



m ■ m 



IT 

T 



Daraus ergibt sich 



y /(a) st 



. 1 
s^w o- wi 3r 

sin w a d a = 2 - 



m2 



und 



. 1 
. stn-rr-mn: 



7t m^ 
Für gerade m ist sm-^wjr = 0, fiir ungerade m dagegen = -[- 1, 

wenn m = 4 w -|- 1, und = — 1, wenn w = 4n — 1 ist. Wir 
erhalten demnach 

4. 



y,. . ^ (sinx sinSx . sinbx , 

/ W — ^ i~Ti ^i 1 Ri T 
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Setzen wir :c = — , so ist auch/(a;) = -^, also 

iL* = J- + l + l + ... 

8 13 ' 32 ' 52 ' 
IV. Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass die Function von 
a; = bis 5; = :r ununterbrochen continuirlich sei. Es kann aber 
auch an einzelnen Stellen ein Sprung eintreten, so dass man für 
die betreflFende Abscisse eigentlich zwei Ordinaten hat, die von ein- 
ander verschieden sind , aber zunächst beide endlich sein sollen. 
Das bestimmte Integral hat auch für solche Curven noch seine 
Bedeutung. Ob wir an der Stelle der Sprünge die eine oder die 
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andere Ordinate, multiplicirt mit dx^ als Beitrag zu dem Integral 
nehmen, ist gleichgültig, denn dieser Beitrag ist ja unendlich klein. 
Doch darf der Sprung nur an einzelnen Stellen vorkommen, und 
nach jedem Sprjinge muss wieder eine stetige Strecke folgen 
(Fig. 7). Wollen wir nun eine solche Function in eine Reihe nach 
den Sinus der Vielfachen von x entwickeln, so hahen die Integrale 
bestimmte Werthe. Die Coefficienten sind also ebenfalls bestimmt. 
Es fragt sich nur, welchen Werth die Reihe an einer Unstetigkeits- 
stelle annimmt. Sie kann ja an dieser Stelle nur einen Werth be- 
sitzen, also nicht gleichzeitig beide Ordinaten der Unsteti^eits- 
stelle ausdrücken. Es ist daher nöthig, von dieser Seite die Reihe 
noch genauer zu beleuchten. 

Wir nehmen als Beispiel eine Function, welche von x = 

bis a; = — den Werth 1, von x = -^ his x = yt den Werth hat 

(Fig. 8). Dann ist 

Fig. 7. Fig. 8. 



ö' 



IL 

2 



n 



■K 

"2 



/ /(") sinmada = j sinmccdcc = 



. 1 

1 — cos -^m 7t 

m 



1 



rt 1 — cos -^m 7t 

also am= -- " Für m = 4 »^ ist cos -r- m ;r = 1, also 

7t m 2 

1 2 2 
üfn = 0. Für m = 4n-\-2htcos -prni7t= — 1, also a«» = 

2 7t m 

1 2 1 

Ist m ungerade, so wird cos -^r m 7t = 0, und deshalb ani = 

-6 7t m 

Daher ergibt sich 

/./ V 2isinx |2.^ |l.o il'K |2.^ , 1 
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Also haben wir aus dieser Reihe 

71 . , . ^ . sinSx . sinbx , sinßx , 
~ = stnx -\- s%n2x -\ ^ 1 ^ 1 ^ 1 

für ^ > ;r > 0, 

und 

, . ^ . sin^x , sin6x , sinßx . 
= stnx -f- sm2x -| 1 1 ^ f- • • • 

O o, 

für TT > ^ > ^. 

Suchen wir hier nun den Werth der Reihe an der Sprungstelle, 
also für ic = -^, so ergibt sich 

3^5 7 

und die Summe dieser Reihe ist bekanntlich — • Der Werth der 

4 

Reihe liegt also an der Sprungstelle in der Mitte zwischen den 

beiden Werthen der Function. 



§.24. 

Die Reihe, welche nach den Cosinus der Vielfachen des 

Argumentes fortschreitet. 

Wie in dem Vorhergehenden die Entwicklung nach den Sinus 
der Vielfachen von x vorgenommen ist, so soll nun die Function 
in einer Reihe dargestellt werden, die nach den Cosinus der Viel- 
fachen von X fortschreitet. Wir erreichen diesen Zweck am ein- 
fachsten, indem wir in (43) statt f(x) schreiben 2f(x)sinx. Da- 
durch erhalten wir 

2f(x) sin X = ai sin x -\- a^ sin 2x -{- a^sin^x -{- *-* 

IT 

Ufn = — I 2/(of) sin a sin mada. 



Setzen wir nun 



ir 

bh== — I /(«) coshad a, 
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so wird 

und dadurcli geht die vorige EntwickluDg über in ^ 

2f{x) sinx = (60 — 6a)sma; ~\- (61 — b^)stn2x-\- (b^ — h4)sinSx-\- 
oder 

2f(x) sinx = bo sin x -^ bi sin 2x -{- b^ (sin Sx — sinx) -\- -^ 

••• + bm(8inm -\- Ix — sinm — 1^) + ••• 
Entwickeln wir hier sin 2 ;r = 2 sin x cos x^ 



sin m -\- Ix — sin m — 1 a; = 2 sin x cos m x^ 
und dividiren auf beiden Seiten durch 2 sin x^ so ergibt sich 

(44) f(x) = —60 + bicosx -|- 62^0523; + ••• + bmcosnix-}- 



= lA« 



cos m ad a. 



n 



Bei der Reihe (43) fanden wir, dass sie für die äussersten 
Werthe a; = und x ^= % die Function nicht mehr ausdrückt. 
Denn es wird dort in den beiden äussersten Fällen die Summe der 
Reihe = 0, während die Function von verschieden sein kann. 
Wir haben nun hier die Reihe (43) zur Entwicklung einer Function 
f(x) . sinx angewandt, die für o; = und x z=l % den Werth 
annimmt, wie die Reihe. Hier haben wir also einen besondern 
Fall, in welchem die Entwicklung für a; = und a; = 3r noch den 
Functionswerth gibt. Ob aber die abgeleitete Reihe (44) allgemein 
für ic = und x •= n noch gültig ist, lässt sich mit Sicherheit 
noch nicht beurtheilen. Vorläufig notiren wir also als Gültigkeits- 
intervall der Reihe (44) 

jr > a; >> 0. 

Entwickeln wir auch hier z. B. die Function f{po) = x^ so 
haben wir 

/, asinma rsinma , 
cccosmaaa=: / da 
m J m 

asinma ^. cosma j^ 

also 



IT 



, COS m 7t — 1 
cosmada = 



m' 
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und daher 

, 2 cosmn — \ 

7C mm 

Für ein gerades m ist 6,» = 0, für m = wird aber 



f 



ada = 



TCTC 



also 



jio = ^'-' 



1^ 
2 



2^ 

7t 



7t7C 

2 



Daraus ergibt sieb 

X = -rr {COS X + 

2 n [ ' 



cosSx . cos 5 X 

+ 



+ •••[ 



3» ' 52 

Diese Reihe gilt auch für die beiden äussersten Werthe x = 
und X = n. Denn es ist 

= i^-i(l + - + - + ...l, 



ITT 



2 ^ :;r r ^ 32 ^ 52 ^ J' 



wie man leicht findet, wenn man die in §. 23 unter III. entwickelte 

Reihe für — berücksichtigt. 

Obgleich dieselbe Function sowohl nach den Sinus als nach 
den Cosinus der Vielfachen von x entwickelt werden kann, so fin- 
det doch ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Darstellun- 

Fig. 9. 



gen statt. Die eine Reihe wird die Eigenschaft der Sinus haben, 
dass sie ins Entgegengesetzte übergeht, wenn x mit — x vertauscht 
wird, d. h. auf eine Curve angewandt, dass für entgegengesetzt gleiche 
Abscissen auch die Ordinaten entgegengesetzt gleich sind (Fig. 9). 
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Hat die Curve für a? = nicht die Ordinate 0, so besitzt sie an 
dieser Stelle zwei entgegengesetzt gleiche Ordinaten. Es findet 
dann also ein Sprung statt, und die Beihe gibt für x = den 
Mittelwerth beider Ordinaten, nemlich 0. Die Reihe, die nach den 
Cosinus der Vielfachen von x fortschreitet, stellt dagegen eine 
Curve dar, die für entgegengesetzt gleiche Abscissen gleiche Ordi- 
naten hat, also symmetrisch zur Ordinatenaxe liegt. Wir haben 
z. B. gefunden: 



X 



^/ . sin2x , sinSx 
= 2{smx ^ 1 5 — 






1 \ 



Dadurch wird (Fig. 10) die gerade Linie AOB dargestellt, welche 
den ersten und dritten Quadranten halbirt, und die Entwicklung 
gilt für Ä > a; > — tc. Dagegen haben wir eben die Beihe ab- 
geleitet 



+ X = -^ [cosx -\- 

— 2 n\ 



cosSx _. cos 5 X 
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1 • • • 1 1 



Diese stellt von a; = -f- jr bis a; = — ä die gebrochene Linie 

AOC dar, welche den ersten. und zweiten Quadranten halbirt. 
Man wird also, wenn eine Function nicht allein zwischen a; = 

und x = n, sondern zwischen x = — ^ und x = -\- n dargestellt 

p. jQ werden soll, zu unterschei- 

den haben, ob sie für 
entgegengesetzt gleiche 
Werthe von x entgegen- 
gesetzte oder gleiche. 
Werthe annimmt. Im 
ersten Falle kann man 
sie nach Sinus, im andern 
nach Cosinus entwickeln. 
Es kann aber noch der 
dritte Fall eintreten, dass 
die Function für entge- 
gengesetztgleiche Werthe 
von X weder gleiche noch 

entgegengesetzte Werthe besitzt. Dieser dritte Tall bedarf noch 

der besondern Untersuchung. 




§. 25. Fourier's Keihe. 
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§. 25. 
Fourier's Reihe. 

Es seien die Werthe der Function g? {x) von x = — % hv& 
X = -\- 7t völlig willkürlich gegeben, jedoch so, dass Sprünge nur 
an einzelnen Stellen stattfinden, und dass auf jeden Sprung wieder 
ein continuirlicher Verlauf folgt. Dann lässt sich q) (x) in eine Beihe 
entwickeln, die sowohl die Sinus als die Cosinus der Vielfachen 
von X enthält. Man kann nemlich q) (x) als eine Summe von zwei 
Functionen darstellen, von denen die eine unverändert bleibt, die 
andere ins Entgegengesetzte übergeht, wenn x mit — x vertauscht 
wird. Die erste Function lässt sich dann nach Cosinus, die an- 
dere nach Sinus entwickeln, und die Entwicklung ist gültig für 
;r >> ic > — 7t. Die in Rede stehende Zerlegung ist folgende: 

Geometrisch ist dies leicht zu deuten. Wir haben drei Curven, 

die von x = — 7t his x =: -\- 7t verlaufen. Die Gleichungen dieser 

Curven sind 

y' = 9(^) + 9> (— ^) 
yf' = (p(x) ^ <p(-^ x) 

Die erste Curve (Fig. 11) hat gleiche Ordinaten für entgegen- 
gesetzte Werthe von x^ die zweite hat entgegengesetzte Ordinaten 

Fig. 11. 

Y 2y 

'8 




-X 
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* 

für entgegengesetzte Werthe von x. Die Ordinaten der dritten 
Curve sind stets das arithmetische Mittel der Ordinaten der ersten* 
und zweiten Curve. 

Wir entwickeln nun 

y(a;)+^y(-x) = ^ j„ 4. i^cosx + b,cos2x + ..., 



_ 2 /9(a) + (p(— a) 



btn = — 1 ^ ^^^ ' ^^ ^ — cosmada. 


Femer 



^ ^ ^ — ^^-^ "^ = «1 s*w a; -f- 02 stw 2 a; -f- aj stn 3a; -(- • • • , 

2 r^{a) — (p{— a) . , 

atn = — I — n '^ stnmada. 


Folglich erhalten wir 

q) (x) = -^ bo -]- bi cosx -{- bq cos2x -\- *-* -\- b^n cosmx -\- -^ 

-\- «1 sin X -\- a<i sin 2x-{- • • • -|- a^sininx -\- • • • 

Die Ausdrücke für die Coefficienten können wir noch verein- 
fachen. Es ist 



n 



. 2 /> 9) (a) + 9 (— «) , 

bm = —^l -^-^^—^-^- ^ cosmadu 

Tt J 2, 





W IT 

= — / 9(a)cosmadfa -| / 9)( — a)cosmadüi,. 



In dem letzten Integral setzen wir — a statt a, so wird 

rc -—IT 

6m = — / ^>{a)cosmada -\ / 9(a)cosma ( — dvi) 





» 




oder kürzer 



= "" / 9>(«)cösmada-| / fp{a)cosi/nada^ 



= ^/<p(«) 



bm=^-' I w(a)cosmccdcc. 



i 

i 
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Ebenso wird 



2 /* g? (a) — 9 (— a) . , 





TT 1P 

= — / q>{a)sinmada j (p ( — a)sinmada 







= — / q)(a)sinmadcc / (p(a)sin( — ma)d(— a) 





IT 



— / (p(a)sinmadcc -] / 9 («) sin mada 





IT 



= — / 9 («) 5«^ mada. 



Also ist unsere Reihe 

(45) (p{x) = -^fto + ^i cösa; + ^2 cös2a;-^ [-6mC05wa;-)- 

-f- 0,1 sin x-\-a^ sin 2x-\-'"-^afnSinmx-\- 



'm 



ir 

= — / ip(a)cosmada, 



— IT 
IT 



a^=— / q)(a)sinmccda^ 



Die Reihen (43) und (44) sind specieÜe Fälle. Denn wenn 
q) ( — x) = q) (x) ist, so werden die Coefficienten a sämmtlich = 0, 
und man erhält die nach den Cosinus fortschreitende Reihe. Wenn 
dagegen q)( — x) = — q) (x)^ so werden die Coefficienten b sämmt- 
lich = 0, und man erhält die Entwicklung nach Sinus. 



§. 26. 

Pourier*s Reihe. Summirung der 2 w -f 1 ersten Glieder. 

Das Verfahren, welches wir angewandt haben, beruht auf zwei 
unmotivirten Voraussetzungen, nemlich: 



1 
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1. Wenn die Anzahl der Glieder unendlich geworden ist, so 
kann man nicht ohne weiteres sagen, dass die Reihe noch 
convergire. 

2. Selbst wenn die unendliche Reihe convergirt, so ist noch 
nicht bewiesen, dass sie wirklich die Function darstellt. 
Auch diese Frage bedarf der besondem Untersuchung. 

Wir abstrahiren also jetzt von allem Frühem und suchen 
von der Reihe (45) die Summe der (2 n -(- 1) ersten Glieder zu 
bestimmen, also die Summe 

-j- Uisinx -\- (i2sin2x -f- ••• -|- anSinnx, 

Die Glieder dieser Reihe, abgesehen vom Anfangsgliede — fto? nehmen 

wir in der Anordnung, dass jedesmal zwei Glieder zusammengefasst 
werden, in denen dasselbe Vielfache von x vorkommt. Setzen wir 
dann für jeden Coefficienten a und b seinen Werth ein, so kann 
die Summe, um die es sich handelt, folgendermaassen geschrieben 
werden : 

^ f ( \d )"9"~l"^ö^"-^^^^"+'^^s2a.cos2a;-(--«-|-coswa.coswic 

[ -f- sina . sinx-\-sin 2 a. sin2x-\ 1- sinna.cosnx 



•IT 

IT 



l 



= — / q)(a)da(-^-\-cos(cc — x)-]-cos2(ä—x)-] \-cosn(a—x)y 

Die Reihe in der Klammer lässt sich summiren mit Hülfe der 
in §. 22 behandelten Summe s. Nimmt man dort n statt n — 1 

und addirt -^, so ergibt sich 

1 sinj(2n-^l)e 

-^ -{- cosO -\- cos2d -j- "* -\- cosnd = z 

2 sin -^ 

Man hat also nur 6 = a — x zu setzen und erhält 

j ^ sin(2n + l)^^-y^ 



i Ji^^ ^ . a -- X 

— W 2Stn ;r — 
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Um zu entscheiden , ob die unendliche Reihe convergirt oder 
nicht, haben wir in dem gefundenen Ausdrucke für San + i die Zahl 
n = 00 zu setzen. Dieser Ausdruck ist ein bestimmtes Integral, 
dem man nicht ohne weiteres ansieht, welchem Grenzwerthe es 
sich nähert, wenn n ins UnendUche wächst. Die Untersuchung 
wird sich aber dadurch erleichtern lassen, dass wir vorher ein In- 
tegral von einfacherer Form betrachten. 



§.27. 

ir 

Das Integral hj!t(l!L±M aß. 

J stnß • 



Wir gehen aus von der Reihe 

-^ -{- cos2ß -\- cos4:ß -\- ... -\- €0s2 w /S, 

deren Summe wir leicht finden können. Man hat nur in der mit s 
bezeichneten Reihe in §. 22 n statt n — 1 zu- nehmen und 6 = 2/3 
zu setzen. Dann ergibt sich die hier gesuchte Summe 

_ sin(2n-\- l)ß 
2 sin ß 

Wir multipUciren mit d ß und integriren zwischen den Grenzen 
und — , also 

jr «IT ir 

2 . 2 T T 

f^^^^^§^J^dß=fjdß-\-fcos2ßdß+...+fcos2nßdß. 



Das erste Integral rechts hat den Werth -j tc. Die übrigen sind 
von der Form 

IT 



/' 



cos2hßdß. 



Es ergibt sich aber das unbestimmte Integral 

CM a ja 8in2kß , 
C082Jcßdß= 2k '^ 

und folglich 



/ 
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2 



fcos2Tcßdß = 0. 





Wir gelangen also zu dem Resultate, dass 



J stnß '^2 





ist, unabhängig von dem Werthe von n. Die Function unter dem 

Integralzeichen ändert zwischen den Grenzen und -^ der Varia- 

bleu wiederholt ihr Vorzeichen, und zwar nur dadurch, dass der 
Zähler aus dem Positiven ins Negative und aus dem Negativen ins 
Positive übergeht. Der Nenner bleibt positiv. Setzen wir zur Ab- 

lt. 
kürzung 2 w -f- 1 = Ä und zerlegen das Intervall von bis — in 

die folgenden: 



von 


bis ^, 


% 


2n 


" h 


'•" Ä' 


2% 


3« 


" Ä 


" Ä' 






V — Ijr 


V7C 


" h 


" Ä' 


nn 


7t 


"" h . 


" 2' 


sin(2n+l)ß . , 



. ^ j dieser neuen Inter- 

smp 

valle abwechselnd positives und negatives Vorzeichen. Die Inter- 
valle sind von gleicher Grösse, nemlich -7-? mit Ausnahme des letz- 
ten, welches nur halb so gross ist. Wir zerlegen nun. das betrach- 
tete Integral in eine Summe von einzelnen Integralen, deren 
Grenzen wir so wählen, dass innerhalb derselben die Function 

r^ — — ihr Zeichen nicht ändert. Dann haben wir 

stnß 
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jr^ 2ir vir 

2 J stnß /^ ^ J stnß '^ ' ' ,/ stnß '^ ' 



h ; 



nir ir 

+ f'^dh+h-^dß. 

? Ä 



Die auf einander folgenden Integrale haben abwechselnd 
positives und negatives Zeichen, und zwar positives oder negatives, 
je nachdem die untere Grenze ein gerades oder ein ungerades 



Vielfaches von r^ ist. Setzen wir also 

h 



vir 



n 
f ^\v-\ /* S«W*/9 na 



(.-i)i 



für jedes ganze v von i; = 1 bis v = w, und 



2 

sinhß 






nir 



SO sind die sämmtlichen Grössen q positiv, und wir haben die 
Gleichung 

- = Po — pi + Pa f- (— l)»'~i(>.-i H 

Der Werth des Integrals p„_i lässt sich nach §. 6 zwischen 
zwei Grenzen einschliessen. Wir sehen die Function unter dem 
Integral als Product an 

'^ stnß 

Der erste Factor sin h ß ändert innerhalb der Integrationsgrenzen 
sein Vorzeichen nicht, der andere Factor hat innerhalb derselben 
Grenzen 

BiemaniL Partielle Differentialgleichungen. g 
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den grössten Werth 



stn - — "^ 



und den kleinsten Werth - 



. V7t 

h 



Also ergibt sich durch Anwehdung des §. 6 die doppelte Un- 
gleichung 



vv Vit 

IT h 






stnhßdß. 

IV 1)71 I . . VJl. I 

stn- T— 

(v—r'\)rr iv — l)ir 

h - ~h 

Nun ist aber das unbestimmte Integral 

r ' i.a la — COShß . 

I stnhßaß = T — - + c^ 

und folglich 

vir 

TT 



(i/— l)ir 

Dadurch erhalten wir 

2 



(— \y-^ rsinhßdß = j 



> Qy-i > 



h stn ,. ^ h stn -r- 

h h 

Hierin sind für v der Reihe nach alle ganzen Zahlen von v = l 

his V = n zu nehmen. Für das letzte Integral pn erhalten wir 
die doppelte Ungleichung 

IT tr 

"2" 2' 

nst / . TT / 



stn 



nir nre 

h ' "F 



oder wenn man die Integrationen ausführt 

1 1 



^ . nTt^^""^ h 

hsm -^r- 
h 
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Um so mehr ist also 

^ 1 



- . UTC ^ h 

h stn -r=- 
h 

Aus den Ungleichungen für die Grössen q ersieht man, dass 
für jedes ganze v von i; = 1 bis v == w 

«'--* > r^ > *" 

h stn -T- 
h 

d.h. 

sein muss. Brechen wir also die Reihe 



bei einem positiven Gliede (»2/* ^b, so wird die Summe der ver- 
nachlässigten Glieder 

negativ. Brechen wir dagegen bei einem negativen Gliede P2*t— i 
ab, so wird die Summe der vernachlässigten GUeder 

4- (Qii*. — 92^ + 1 + — •••) 
positiv.. Im ersten Falle erhält man also mehr, im zweiten weniger 
als den Werth der vollständigen Reihe. D. h. es ist für 2ft <; n: 



7C 



y < 90 Pl + (>2 ••• + ^2M-2 — 92^-1 + 

y > (>0 — 9l + ^2 ••• + ?2f*-2 — Q2,^-l' 



'2/* 



§. 28. 

Das integral //W ^^'^^',1+ '^^ dß. 



Nach dieser Vorbereitung nehmen wir das complicirtere In- 
tegral 



5* 
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worin wieder ä = 2 w + 1 sein soll. Für die Function /(/3) setzen 
wir fest, dass sie innerhalb der Integrationsgrenzen stetig und 
positiv sei und dass sie für wachsende ß nicht zunehme. Unter 6 

verstehen wir eine positive Grösse, die kleiner ist als — oder = -^' 

Um die Function Tzu untersuchen, zerlegen wir zunächst wieder 
in eine Summe von einzelnen Integralen, für welche die Grenzen 
der Reihe nach 

und T- 
h 

n 27t 

h " T 

27t S7t 



m7t 
IT 



Vf 



sind. Dabei wird vorausgesetzt, dass 5^ — ""T ^ 6 > -r- sei. 

Zur Abkürzung schreiben wir 



vir 
T 



(v — l)ir 
h 

und zwar für jedes ganze v von i/ = 1 bis v = m, und ferner 

sin hß n r. 



(- »■//<« ^ "" 



r 



m» 



mir 



Dann sind die sämmtlichen Grössen r positiv, und es wird 

Das Integral r^_i können wir nach §. 6 wieder zwischen zwei 
Grenzen einschliessen, indem wir die Function unter dem Integral- 
zeichen als ein Product von zwei Factoren ansehen. Der eine 

sifi Ji ß 
Factor — t—^ ändert zwischen den Integrationsgrenzen sein Vor- 

zeichen nicht. Der andere / (ß) nimmt für wachsende ß nicht zu. 

(v "~ 1 1 JT V 7t 

Er ist also von 3 = ^^ , ^ bis /3 = -t- entweder constant, oder 

•^ h ^ h 
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er hat an der untern Grenze den grössten, an der obem Grenze 
den kleinsten Werth. Hieraus ergibt sich 

Dies gilt für alle ganzen Werthe der Grösse v, von v = 1 bis 
V = m. Es gilt auch noch für v = m + 1? wenn b = ^^ — "^ ^ 

ist. Ist aber ^^ — ^ — L^ > ft > -r-? so ergibt sich die Beziehung 



h 



mir 
h 

Hier haben wir zu unterscheiden, ob 6 = — ;r oder ob 6 <; — w 



2 ^2 



ist. Für 6 = — Ä haben wir m = n und 

i2 



6 

sinhß ^ ^ 

m — ^«« 



<- ')■ r-s^ 'K 



mir 

Für 6 < -^ 3r ist dagegen 

b 



(- »- /^ "" < »- 



mir 

J,de.M. haben w d» ^ 

Beachten wir nun die Ungleichungen, denen die Grössen r und die 
Grössen q Genüge leisten, so ergibt sich 

d. h 

und dieses gilt für jedes v von v = 1 bis v = m. Brechen wir 
also die Reihe 

ro — n 4- ra 1- (— l)»~-ir,„-i + (— l)«*r«» 

bei einem Gliede r2^ ab, so ist die Summe der vernachlässigten 
Glieder 
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— (fa^ + i — /2^ + a H h (— 1)"— ^r,H) 

negativ. Brechen wir dagegen bei einem Gliede ra^.i ab, so ist 
die Summe der vernachlässigten Glieder positiv. Im ersten Falle 
erhält man also mehr, im zweiten weniger als den Werth der 
vollständigen Reihe, d. b. es ist für 2ft <C m: 

T> n — Ti -j- r^ 1- r2^_2 — ra^-i. 

Die zweite Ungleichung wird noch verstärkt, indem man rechts 
statt jedes positiven Gliedes etwas zu Kleines, statt jedes nega- 
tiven Gliedes etwas zu Grosses setzt. D. h. 

r>,./(f)-„/(i) + ../(¥) -»./(¥)■■• 



oder kürzer 



+ 9a.-«/(-^=-Ä ) - ^"--'A Ä ) 



T>(Qo- 9i)/(|-) + (9» - Qdf{^) + 



+ (Qi^-a — Psn-i)/(-^^-j — -\ 



Die Reihe rechts besteht jetzt aus lauter positiven Gliedern. Die 
Ungleichung wird daher noch verstärkt, wenn man statt der 
Factoren 

Überall /(-f--) nimmt Also ergibt sich 

Durch analoge Veränderungen erhält man aus der ersten Un- 
gleichung, der T Genüge leistet : 

T<Q,f(0) -/(^y^, _ p, + g, ... _ (,,,). 

Am Schlüsse des vorigen Paragraphen haben wir aber gefun- 
den, dass 

Po — Pl + (>2 ••• — (>2m-1 + ^2,* > "2 

ist, also 

Qo — Qi + Q'2 '" — Q2iJ^^i > ~2 ~~ 92m- 
Femer ist dort bewiesen, dass 
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folglich 



Po — Pl + P3 ••• •— (>2fi-l < -^, 



Pl "— P2 + P3 h 92^-1 —■ 92t^ > Po — • 92/1* — "2 

ist. Benutzt man dies, so lassen sich -die beiden letzten Unglei- 
chungen für Tnoch wieder verstärken, nemlich für 2ft <[ m: 

r<..|/(o)-/(^)) + (f+...)/(^> . 

Die Untersuchung des vorigen Paragraphen war davon unab- 
hängig, welchen Werth man der Grösse n beilegen will. Ebenso 
ist bei der bisherigen Discussion des Integrals T über die ungerade 
Zahl A = 2w -}- 1 keinerlei besondere Voraussetzung gemacht. Wir 
können also n und zugleich damit h ins Unendliche wachsen lassen. 
Dann wird auch m ins Unendliche zunehmen. Denn es sollte die 

endliche Grösse — an die Bedingung geknüpft sein 

TT 



h — 7t h 

Die beiden letzten Ungleichungen für T bleiben dann be- 
stehen, wenn nur 

m 
genommen wird. Um dieser Bedingung zu genügen, lassen wir 
fi und h beide ins Unendliche zunehmen, jedoch so, dass 

lim -^ = 0. 
h 

Es fragt sich, was dann aus den beiden Ungleichungen für T wird. 

Zur Beantwortung dieser Frage haben wir ^2^* zu betrachten. Nach 

dem vorigen Paragraphen ist 

^ 2 

h 
Dafür lässt sich schreiben 

\ h ) 1 



P2^ < 



. 2u7e an 
h 
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Wachsen nun fi und h beide ins Unendliche, jedoch so, dass 

-^ fortwährend der Grenze sich annähert, so wird 
n 






hm ^ = 1. 
h 

Der andere Factor — hat aber den Grenzwerth 0, und folglich wird 

lim ^2^ = 0. 

In der ersten Ungleichung für T nähert sich also bei wach- 
sendem n die rechte Seite dem Grenzwerthe 

f/(0). 

In der zweiten Ungleichung ist zuerst Qq zu betrachten. Wir 
haben im vorigen Paragraphen bewiesen, dass 



ist, und femer 






Qi< 



1 TC 

h sm T 
h 



Danach wird also 



. 3r . 2 
Po < o" + 



ii) 



2 ' Ä . 3r 

h 



Lässt man h ins Unendliche zunehmen, so ergibt sich 



... ii) 



hm -^ = 1, 

h 
und daher 

^im Po < 2" + "^^ 
d. h. es bleibt Qq kleiner als eine endliche Grösse. Die Differenz 
/(O) — "/f—^) göht aber in Null über und folglich wird auch 
das Product 

..{/(0)-/m) 
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der Grenze sich unendlich annähern, wenn wir ^ und h so ins 

Unendliche wachsen lassen, dass lim ^ = ist. Wir erhalten 

' h 

demnach für die rechte Seite der zweiten Ungleichung bei wach- 
sendem n den Grenzwerth 

Die beiden Grenzen, zwischen denen T liegt, nähern sich also 
derselben Grösse -ö-/(0), wenn man n ins Unendliche wachsen 
lässt. Folglich muss der Werth, welchen T für w = oo annimmt, 
eben diese Grösse -^-/(Q) sein, d. h. 

(46). lim T= lim ff iß) ^^^^^^±^ dß = f /(O) 



für lim w = 00 . 



§. 29. 

Fortsetzung. Aufhebung der beschränkenden 

Voraussetzungen. 

Wir wollen jetzt versuchen, den Satz des vorigen Paragraphen 
von den einzelnen beschränkenden Voraussetzungen zu befreien, 
die in Betreff der Function / (/3) gemacht sind. Wenn die Function 
für wachsende ß noch immer nicht zunehmen soll , aber negative 
Werthe annehmen kann, so braucht man nur eine positive Con- 
stante c hinzuzufügen, um eine Function c -{-/(ß) zu erlangen, die 
positiv bleibt und für wachsende ß nicht zunimmt. Auf diese 
passt also der vorige Satz, es ist 



Ebenso haben wir aber 
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denn die Constante c ist eine Function, die alle Voraussetzungen 
des vorigen Paragraphen erfüllt. Durch Subtraction ergibt sich 
dann 

7. r j>/a\ sinhß , ^ 7t 
Um ' -^^"^ t- j a — 



'■•»//(»w^''=f^<»>- 





Nehmen wir nun zweitens eine. Function / (/J), die für wach- 
sende ß nicht abnimmt, so gilt der Satz für die Function — /(/3), 
d. h. es ist 



folglich auch 

,un ff m^äß^^fm. 

b 

Der Satz gilt jetzt also für eine Function /(^), die innerhalb 
der Integrationsgrenzen stetig verläuft und keine Maxima oder 
Minima besitzt. 

Wir untersuchen nun das Integral, in welchem als untere 
Grenze eine positive Constante c genommen wird, so dass 

0<c<&^|. 

Dann kommt es nur auf den Verlauf der Function / (ß) für 
Werthe von ß zwischen c und b an, und dieser Verlauf wird durch 
eine bestimmte Curve repräsentirt, die zwischen c und 6 keine 
Sprünge und keine Maxima und Minima besitzen soll. Wie wir 
diese Curve ausserhalb des Intervalles, also etwa rückwärts von 
c bis fortsetzen wollen, ist gänzlich der Willkür überlassen. Wir 
wählen daher zu dieser Fortsetzung eine Parallele zur Abscissen- 
axe im Abstände /(c). Dann passt auf die so erweiterte Function 
zwischen den Grenzen und b die Voraussetzung unseres Satzes, 
und wir haben 

Dafür lässt sich schreiben 
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Das erste dieser beiden Integrale hat aber auch den Werth 
— / (0), und folglich ist 

(47) l^ff^ß)!^aß = 0. 

c 

Dieser Satz gilt auch noch, wenn innerhalb der Grenzen c 
und b die Function eine endliche Anzahl Maxima und Minima hat, 
oder wenn sie, ohne unendlich zu werden, an einer endlichen An- 
zahl von Stellen einen Sprung macht. Denn es seien, nach der 
Grösse geordnet, Ii,l2» . . . Ik die Abscissen für diejenigen Stellen 
der Curve, an welchen ein Maximum oder ein Minimum oder ein 
Sprung stattfindet. Dann kann man das Integral, das von c bis h 
erstreckt werden soll, in eine Summe von einzelnen Integralen 
zerlegen, fiir welche der Reihe nach 

c und li — 0, • 

li + „ I2 - 0, 

I2 + „ S3 — 0, 



Ik +0 „ 6 
die Grenzen sind. Mit | — und resp. | -|- sind hier der Kürze 
wegen die Grenzwerthe bezeichnet, denen sich die Grössen | ~ « 
und resp. | -f" ^ ^^ ®^^ unendlich abnehmendes positives s an- 
nähern. Bei jedem dieser einzelnen Integrale trifft dann die Vor- 
aussetzung unseres Satzes zu, jedes derselben hat also den Werth 0, 
und da ihre Anzahl endlich ist, so ist auch ihre Summe, d. h. das 
von c bis 6 erstreckte Integral, = 0. 

Endlich ist noch der Fall zu berücksichtigen, dass für einen 
Werth Ci der Variabein, der zwischen c und h liegt, der Functions- 
werth/(Ci) = 00 wird, während er für beliebig nahe an Cj ge- 
legene Werthe von ß endlich bleibt. Dann hat man zu unter- 
suchen, ob das Integral 

ff(ß)dß = F(ß) mvc^ß^c 

ß 
und das Integral 



/ 



f(ß)dß = Fi(ß) mrb^ß^c, 



-j^- ()•:■ 1 ^L. f. L-t^is- u^ Sar ="-^12. l*eni. » ist 



/.,!' Cid* •:;*> u;it t^fl^i* lui^c^^ Q^ r-.';;T-a >extt ts: aar ;uitz 

< Hilf, t uü'^utLi'.-L iiciiic uL i iriuir- ^itf luir Tweh: 1iii«ct&I mf 
<*■;( iwiiViL ."j^iu utj'.rilT:. kl i-r :t it^u-nrteL. öaa r. — ^ onÄ Ci 

<..;L Vicivi-ri ■•. — i Ulli: '.. EVTJllJ: Vt^Cita.. JS MS( Ö«' VlU^ÖCSlt 

> » i. 5 



..,/, 



ß und 1«/ /f^^rf^ 



ÜJ und m . F(ci — *). 

1 abnebmen und beachten, dass nach 



F(fi — Ä) = 
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Durch ganz dieselben Schlüsse findet sich aber 

lim ^-- ''""^^ 






und folglich ist auch in diesem Falle 

b 

hm ' -^^"^ 



'»//(«if^'"'=«- 



/ 



Dieselbe Betrachtung wiederholt sich, wenn eine ünstetigkeit 
der eben beschriebenen Art an einer endlichen Anzahl von Stellen 
vorhanden ist. 

Der Satz (47)/ gilt jetzt also unter den folgenden Bedingungen: 

Es ist <C c <; 6 ^ -j^- Zwischen den Grenzen c und b darf 

die Function nur an einer endlichen Anzahl von Stellen Maxima 
und Minima haben oder endliche Sprünge erleiden. Wird sie 
innerhalb der Grenzen an einzelnen Stellen unendlich, so darf dies 
nur in der Weise geschehen, dass das Integral 

^f{ß)dß 

einen bestimmten endlichen Werth besitzt, wenn es von der Un- 
stetigkeitsstelle aus einerseits bis zu voraufgehenden, andererseits 
bis zu nachfolgenden Werthen von ß erstreckt wird. 

Genügt die Function f{ß) denselben Bedingungen zwischen 
den Grenzen und ft, so gilt der Satz (46). Denn wir nehmen 
dann c kl^ner als die Abscisse der zunächst bei gelegenen Stelle, 
in welcher ein Maximum oder ein Minimum oder eine Ünstetig- 
keit stattfindet. Zerlegen wir nun das Integral, das von bis h 
erstreckt werden soll, in eins von bis c und ein zweites von c 
bis 6, so gilt von dem ersten der Satz (46) und von dem zweiten 
der Satz (47). Und daher ist auch in diesem Falle 



Wenn die Function auch auf das Gebiet der negativen Ab- 
scissen ausgedehnt ist, so kann es sein, dass gerade für /3 ^ ein 
Sprung stattfindet. Wir haben dann zu unterscheiden /(-|- 0) und 
/( — 0), d. h. die erste Ordinate auf der positiven Seite und die 
erste Ordinate auf der negativen Seite. In der Gleichung (46) ist 
zu nehmen / (-f- 0). 




V 
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' §. 30. 
Summirung von Fourier's Reihe. 

Jetzt können wir die Untersuchung des §.26 wieder aufnehmen 
und auf das Integral 

j IT sin(2n+ 1) "^ "^ ^ 

^ 27Cj ^ ^ "^ , a — X 

-IT Sin — — 

unsere Betrachtung anwenden. Die Function q) (a) soll von 
a = — Ä-f-O bis a = 71 — einwerthig und stetig variabel 
sein, mit Ausnahme höchstens einer endlichen Anzahl von Stellen, 
an welchen sie von einem bestimmten endlichen Werthe auf einen 
andern bestimmten endlichen Werth überspringt. Von einer 
solchen Stelle bis zur nächsten soll die Diflferenz der zugehörigen 
Werthe von a immer endlich sein. Auch soll die Function (p («) 
auf dem genannten Gebiete höchstens eine endliche Anzahl ge- 
trennt liegender Maxima und Minima besitzen. Schreiben wir 
a — ü? = 2 ^, so ergibt sich nach der gehörigen Aenderung 



2 

In diesem Integral ist die untere Grenze nie positiv und die 
obere Grenze nie negativ, weil x zwischen — 7t und -(- 7e liegt. 
Dies Integral theilen wir in zwei andere bei der Grenze 0, also 

Än + l = U -^ V^ 




71 J ^ ' '^ smp 



u 

71 

ir + a; 

"1 

ir — X 



2 

sin h ß 





Untersuchen wir zuerst das zweite Integral v^ so zeigt sich, 
dass die obere Grenze höchstens 7t werden kann, wenn nemlich 
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a? = — n wird. Die obere Grenze kann nicht weniger als wer- 
den, sie wird = 0, wenn a; = -|- sr ist. Dann fallen aber die 
Grenzen zusammen, also ist 

V = für a; = Ä. 

Nun sei zweitens — ^ — — >- 0. Dann können wir auf 

das Integral v den Satz (46) anwenden und erhalten 

Um t; == — g) (^ -|- 0) für ;r >> ^ ^ 0. 

Es sei drittens % > — ^ — > — • Dann zerlegen wir das 
Integral v in 

IT ff X 

~2 2 



1 



Für das erste Integral ist wieder der Satz (46) anwendbar: 

es nähert sich für wachsende h der Grenze -ir 9> (^ + 0). Der 

zweite Theil kann leicht umgeformt werden. Setzen wir ß = 7t — y, 
so geht er über in 

W ■\- X 

/ w(x A- 2n — 2y) — -. — - dy, 

% J ^ ^ ' '^ smy 






und wenn wir statt y wieder ß schreiben, so wird daraus 






.lf^(.^2.-2ß)^-^äß. 



Hier ist x negativ und daher die untere Grenze kleiner als — jr, 

aber doch grösser als 0, da a; > — n vorausgesetzt ist. Also gilt 
hier der Satz (47): der Grenzwerth des Integrals für wachsende 
h ist = 0. Das Resultat in dem dritten Falle ist demnach 

lim V = -^ (p(x -{- 0) für >. a; > — ?r. 

Ist endlich x== — jr, so zerlegen wir auch wieder wie vorher. 
Der erste Theil ist unverändert, er nähert sich also der Grenze 



L 



?r 



u 



80 Zweiter Abschnitt. Unendliche Reihen. 

— 9 (a: -f- 0) = -75- g) (— ;r -|- 0), wenn h ins Unendliche zunimmt. 
Der zweite Theil wird jetzt 

fr 


auf ihn ist der Satz (46) anwendbar, er nähert sich also für wach- 
sende h der Grenze -jr- 9 (a? -|- 2 :r — 0) = -^ 9 (?r — 0), und wir 
haben 

lim V = -^ (p(n — 0) -f- -^ 9 (— Ä -f- ö) für a: = — ?r. 
In dem Integral u vertauschen wir zunächst ß mit — ß, wodurch 

2 



= — / (p{x — 2p) . j^ aß 



n 



wird. Dann wiederholt sich dieselbe Discussion wie bei v und es 
ergibt sich 

lim u = -^ q)(n — 0) -\- -^ q) ( — jr -(- 0) fiir x = 7t 

lim u = -^ q)(x — 0) für ä > a: > — n 

lim M = für a? = — it. 

Vereinigen wir also die beiden Bestandtheile, so erhalten wir 

lim /Sgn + i = li'ni (^ + ^) = 9" 1 9^ (^ "l" ^) + 9^ (^ "" ^)( 
(48) für ;r > a; > — n 

limS2f, + i = hm(u-J^v) = -^j 9 (— jr + 0) -f- (p(n — 0)1 

für a; = + tc. 
Hiermit ist bewiesen, dass die unendliche Reib ^ (^M af ftta fint]- 
vergirt. Sie hat eine bestimmte endliche Summe, die für irgend 
ein X zwischen n und — st gleich dem Werthe der Function 9 (x) 
ist, wenn an dieser Stelle kein Sprung stattfindet. Für eine Unter- 
br echung der St etigkei t gibt die Summe de r Reihe das arithmeti - 
sc Ee lilittei der beiden von einander verschieäenen l'unctionswerthe 
<p (x — 0) und (p(x -\- 0), und an den Grenzen x = + tc ist die 
Summe weder = 9(+ tc) noch = q)( — jt), wenn diese von ein- 
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ander verschieden sind, sondern gleich der halben Summe dieser 
äussersten Eunctionswerthe *). 

In dieser allgemeinen Reihe sind die besonderen Reihen mit 
enthalten, welche nur nach den Cosinus oder nur nach den Sinus 
fortschreiten, und deshalb ist auch für diese das eben gefundene 
Resultat gültig. Wählen wir für positive x^ die zwischen und % 
liegen, eine beliebige Function 9 {x) und setzen sie für negative x 
bis zu ^ = — sr so fort, dass 9 (— a;) = g? {x) wird, so ist jetzt 
die Curve gegeben -^qvl x = — 7th\% x =^ \ % (Fig. 12). Dann 

Fig. 12. 




können wir die Function tp {x) entwickeln in Form der Reihe (45). 
Die Coefficienten a werden aber sämmtlich = 0. Denn es ist 



IT 

a,n = — / g) (a) sin mada 







= - / 9 («) s^w madaH — /9^(^) s«w mada 



w 

IT 



= — I \ — (f ( — a) -\- (f (a) I sin mada 



= 0. 



*) Die in den §§.26 bis 30 vorgenommene Summirung von Fourier's 
Reihe und der darin enthaltene Beweis ihrer Convergenz sind von Di- 
richlet gegeben, zuerst im 4. Bande von Crelle's Journal und darauf im 
1. Bande von Dove's Repertorium der Physik. Dirichlet: Sur la con- 
vergence des series trigonometriques qui servent a representer une fonction 
arbitraire entre des limites donnees. (Grelle Bd. 4. Berlin 1829, p. 157.) — 
Dirichlet: lieber die Darstellung ganz willkürlicher Functionen durch 
Sinus- und Gosinusreihe^. (Dove's Repert. der Physik Bd. 1. Berlin 1837, 
p. 152.) 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. ß 
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Dagegen erhält man für die Coefficienten der Cosinus je zwei In- 
tegrale, die denselben Werth haben: 



'm 






cosmada 



— « 



ir 

= ~ / 9 ( — ") cosmad ( — «) -| — l (p(a)cosmada 

+ ir 

= — I \q) ( — a) -)- 9? (a) [ cosmada 



= |/(p(«) 



cos mada. 



Für diese Curve siüd die Ordinaten bei dem Punkte x = 
einander gleich, 9 (— 0) = 9? (-(- 0), es findet also an dieser Stelle 
kein Sprung statt. Ebenso ist 9? ( — tc) z= q) (-\-n), und folgUch 
ist für x = ±7t die Summe der Reihe noch gleich dem Functions- 
werthe. Die nach den Cosinus fortschreitende Reihe (44) gilt also 
noch für x = 0, und für x = + 7t. 

Wenn wir dagegen die Curve für negative Abscissen so fort- 
setzen, dass für zwei entgegengesetzte Werthe von x die Ordinaten 
entgegengesetzt sind, 9? ( — x) = — q) (x), so fallen die Coefficien- 
ten der Cosinus aus, und wir erhalten die Reihe (43). Für:r = hat 
die Curve (Fig. 13) einen Sprung, wenn nicht etwa 9? (0) == ist. 

Fig. 13. 



— ^ 



n 



Es ist 9) (— 0) = — 9 (+ 0). Also gibt die Reihe (43) für x = 
weder den einen noch den andern Werth, sondern 0. Ebenso ist 



j. 31. Beispiel. 
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(p ( — n) = — q) (-\- 7c) und folglich auch die Summe der Reihe 
= für X = 7t. Die Entwicklung der Function (p (x) in Form 
der Beihe (43) gilt also für a; = und a? = ä nur dann noch, 
wenn an beiden Stellen der Functionswerth = ist 



§. 31. 

Beispiel. 

Wir wollen beispielsweise die Entwicklung nach Cosinus auf 
eine Function anwenden, die selbst ein Cosinus ist, also (p (x) 
= cos lex setzen. Ist h eine ganze Zahl, so werden alle Coefficien- 
ten in der Reihe (44), mit Ausnahme von 6^, zu Null und ft^ = 1. 
Wir nehmen für k einen Bruch. Dann ist 

/, , rcos(k-\-m)a 4- cosß — m)a , 
cos Je a cos m ad a = j ^^ — ' — ^ ^^ ^— a a 



also 



1^ /sin (k-\-m)cc . si 

~ 2 \ k-\-m ^ ~ 



sin (k — m 



k — m / 



'm 



cosmadcc 



rr 

= - I coska 



1 . , {cosm% , cosm%\ 

= - stnkTt ( j — I \- r ) 

7t \k-f-m * k — m/ 

1 . , 2k 

= — stnkTt cosmTt rri -- 

n k^ — m^ 



Danach erhalten wir 



coskx= - sinkTtlj- -j- ^ 

^ m=l 



2kcosm7t cosmx 
Ä2 _ m^ 



Hier kann man x sich bewegen lassen von bis ä, und die 
Gleichung gilt noch für und ä. Setzen wir also x = 7t und di- 
vidiren durch sink 7t ^ so ergibt sich 



f I. l ^ 2k 
7t cotgkTt = -=-—>. — =--. 

^ k ^^ m^ — k^ 



m==l 



Wenn wir diese Gleichung auf beiden Seiten mit dk multipliciren 
und in Beziehung auf k integriren, so erhalten wir 

6* 



a» 
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m^l 



A,,n. w^nn wir .winohen den Cxren^en t und « integriren: 
U.<«>r4 wir V.>r:n f r.r.,^r..V.ioh abiiel-r-^B. *.^ wird 

7 ** —l 



und dfl>ifT 



^"■"•"-2v/(i-^) 



«* »,^1 



§. 32. 

Erweitertes Gtiltigkeits-IntervalL Poxmer's I^hisatz. 

Nclitnoi. wir .iotzt wieder die allgemeine Entwicklung (45) anf, 
,f, i.t da-^ größte Intervall . in welchem die Function beliebig ge- 

' 1 1 „_ „nn -r Ä bis -L JT. Hat man eine Func- 

wMblt werden kann, von x — , . ^ ,. , , r. • 

tion für ein grösseres Gebiet, so lässt sich diese auch nax^h Cosinus 
und Sinns der Vielfachen einer veränderlichen Grosse entwickeln, 
wenn man nur st^tt des Arcus selbst eine andere Grösse nimmt, 

welche ihm proportional ist , ^ . , ^ „ , . 

Wir wühlen also ifi-r) beliebig für em Intervall von — c bis 

. r Dann können wir. wenn r -^. ar ist nicht verlangen, dass die 

Function f«r das ganze Intervall der Variabelu sich nach Cosinus 

und Sinus der Vielfa<>hen von x entwickeln lasse.. Wir setzen aber 

y — -^ £, so wird, während * von — w bis sr geht^ x das Intervall 
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von — c bis c durchlaufen. Dann können wir entwickeln 

9 ( — ) = -^bo -(- 6i cosjg -f- 62 cos2j3 -f- ••• + bmCos mg -|- ••• 

-|- ai sin js^ -f~ ^ ^*'** 2 ;sr -f- • • • -|- a,„ sin m ;8r -(- • • • 



6m = - I ^\ — jcosmada^ 



rr 

IT 



1 r /ca\ . , 



Führen wir hier wieder x ein, so ergibt sich 

(49) q>(x) = -^bo -\- bicos \- -" -\- bm cos 1- • • • 

z c c 

, . nx , , . tnicx , 

-|- ai stn \- *" -]- amStn r *" 

c c 

c >> a: > — c. 
Die Coefficienten bm und a« sind unverändert beizubehalten. 
Es ist aber auch gestattet, eine neue Variable k = — unter dem 

7t 

Integral einzuführen. Dadurch erhält man 



c 

= - J 9ß)cos—^dX, 



C 

— c 

c 



Um = — / 9>W 5iw a A. 

C ^J c 



— c 



In der Reihe (49) ist die frühere (45) mit enthalten, wenn 
nemlich c = n ist. Die neue Reihe hat denselben Charakter wie 
die frühere: sie hat zur Summe den Werth der Function (p (x) für 
jeden Werth von x^ für welchen diese Function stetig, dagegen den 
Mittelwerth der beiden Functionswerthe an einer Unstetigkeits- 
stelle und die halbe Summe von 9 (-|- c) und q) ( — c) für x = -]- c 
sowohl als für rr = — c. 

Lassen wir in der Gleichung (49) die Grösse c ins Unendliche 
wachsen, so geht die unendliche Reihe in ein bestimmtes Integral 
über. Um dazu zu gelangen, wollen wir in der Reihe für die 
Coefficienten ihre Werthe einsetzen, also 
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1 fl 



c c 

oder auch 

c c 

Soll nun c ins Unendliche zunehmen, so können wir m -=« 

c 

setzen, a ist dann stetig variabel und die unendlich Meine Zu- 
nahme d a = - • Ist nun 

c 

+ 00 

lim — I q)(k)dk ^= 
so können wir das Glied 

— 00 
vernachlässigen. Wir erhalten 



für c= 00 



00 



00 



'dX 

f 



00 / +* 



cos (A 



-^)j 



oder, nach Einführung von a und da: 

00 { "^ 
(50) ip{x)=i'- j dal I dX(p(X)cosu{l — x) 



00 



00 > iC >> — 00. 

Dieser Satz.heisst speciell der Fourier'sche Lehrsatz. Er 
lässt sich wieder in zwei Sätze zerlegen, wenn die Function (p {x) nur 
für positive Werthe von x gegeben ist und nur für solche in Form 
eines Doppelintegrals dargestellt werden soll. Dann kann man 
nemlich die Function auf das Gebiet der negativen x beliebig fort- 
setzen und entweder q>{ — x)=q>{x) setzen oder q>{ — x)= — ^{x)- 

Löst man in der Gleichung (50) den Cosinus unter dem Inte- 
gral auf, so erhält man 

00 CO 

(f (x) = - I dacosccx l 1 dXq)(l)cosaX\ 



u 



00 



op » 

-| I dasinaxl / dXq)(X)sinaX\' 



— 00 
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Ist nun die Function (p (x) nur für positive x gegeben, so kann 

man erstens festsetzen 

q)(^x) = (p(x). 
Dann ergibt sich 

9 (A) COS a A d A = / q)(k)€osockdk -|- / (p(k)cosaXdX 

— 00 — 00 

00 CO 



= I q>{—'X)cosakdk -\- 1 q)(l)cosaXdX 



Dagegen wird 







(k)cosaldX. 



I q) (X)sinakdX = 1 q>{X)sinaXdX -\- 1 q> {X) sin aXdX 

— 00 — 00 

00 00 

= / — 9 ( — A) sinakdX -\- I q>(X)sinaXdX 





= 0. 
Folglich haben wir dann 



/OD 
COS axda | / q>(X)cosaXdX\^ 



00 >> a; ^ 0. 
Wird dagegen zweitens festgesetzt 

9>(— ^) = — 9>(^), 
so ergibt sich 

/ 9 (A) cos a A d A = 



00 



00 QO 



und 

/ (p (A) sin (xXdX = 2 I q)(X) sin aXdX. 

— 00 

Folglich ist in diesem Falle 

00 — 

(52) (p(x) = - / sinaxda I / q>{X)sinaXdX\^ 



00 > ä; > 0. 



00 00 
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Hat für irgend ein x die Function q> (x) eine Discontinuität, so 
ist der Werth der Doppelintegrale in den Formeln (50), (51), (52) 

= lj(p(^-0) + <)p(a; + 0)}. 

§. 33. 

Beispiele. 

Die Sätze des vorigen Paragraphen können wir wieder auf 
specielle Fälle anwenden. 

I. Es soll z. B. q) (x) = e—^^ sein, wobei i > zu nehmen 
ist, weil sonst die Integrale keinen bestimmten Werth mehr be- 
sässen. 

Dann lässt sich sowohl die Formel (51) als auch die Formel 
(52) anwenden. Für die erstere hat man zu nehmen 



00 





Der Werth dieses Integrals ist nach (21) 

_ h 

Folglich erhalten wir 

CO 

-^ 2 rhcosaxda 



ein Resultat, welches wir auf anderem Wege bereits in §. 16 ab- 
geleitet haben. 

Soll die Gleichung (52) in Anwendung kommen, so hat man 
das Integral 

00 

/ sinaXer-^^dk 



zu bilden. Dieses hat nach (22) den Werth 

a 

und es ergibt sich daher 

00 



, 2 rasinacxdcc 

p—KX / 
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00 00 

)-^ z= — I dacosax \ j k-^cosaldk \ 



Auch dieses Resultat ist bereits in §.16 auf anderm Wege ge- 
wonnen. 

n. Setzen wir q> {x) = a;-*, so wird 

00 00 

x-^ = - 

3t 

Ö 

00 00 

= — I dasinccxl I X-'^sinakdXl • 

^ 

Hier lässt in beiden Ausdrücken das innere Integral sich nicht 
ausfuhren. Wir können aber Relationen zwischen den Integralen 
finden. Führen wir statt X eine proportionale Zahl ein, so lässt 
sich a aus dem inneren Integral ganz herausschaffen. Wir setzen 
ak = V und erhalten 

00 00 

X"^ = — / a*-i cosaxdal 1 v~* cos vdv\ 



00 00 

= — / a*~^ sinaxda | / v'~'^sinvdv\' 



Da das innere Integral von a ganz unabhängig ist, so kann es 
als Factor vor das nach a zu nehmende Integral gestellt werden. 
Dann ist jeder der beiden Ausdrücke für x"^ ein Product von zwei 
einfachen Integralen, nemlich 

a;""*' z= — - \ I v^^cosvdv\ • | / a'^-i cosaxda) 



00 00 

= — ' \ I v^^sinvdv)' \ 1 ^xf'-'^sinuxda}' 



Damit das nach a zu nehmende Integral einen endlichen 
Werth behalte, muss fc <; 1 genommen werden. Setzen wir x = l 

und multipliciren mit ■^, so ergibt sich 



00 00 



-- z= l I v^cosvdvl • I / u^—^cosuda) 





00 00 



= I / v^^sinvdvl • | / a^—^sinada\ 
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Für fc = - werden in dem einen wie in dem andern Producte 

die beiden Factoren einander gleich. Wir erhalten also 

cos(*>da 



~W~~"K 2' 



/"^sinadcc 1 /^ 



Es fragt sich noch, welches Vorzeichen der Quadratwurzel zu 
geben ist. Bei der zweiten Gleichung erkennt man leicht, dass 

nur das positive Zeichen richtig ist, wenn man V« positiv nimmt 

Denn die Function 

sin a 

ändert ihr Vorzeichen nur, wenn sina = wird, also für a = 0, 
3r, 2;r, 3;r, ..., und in den Intervallen von bis ar, von tc bis 
2 3r u. s. f. ist sie abwechselnd positiv und negativ. Für zwei 
Werthe von a, die um x verschieden sind, hat sina denselben 

Zahlwerth. Da aber der Nenner y« mit zunehmendem a fort- 
während wächst, so ist der Zahlwerth von 

sin(cc-\-n) 



Yu-\-n 



kleiner als der Zahlwerth von 



Die Curve, deren Ordinate 



s%na 

vT 



s%na 



V 



a 



ist, liegt also abwechselnd über und unter der Abscissenaxe 
(Fig. 14) und begrenzt mit dieser (in den aufeinander folgenden 
Intervallen von der Grösse ar) Flächen , von denen jede folgende 

Fig. 14. 
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kleiner ist als die vorhergehende und die abwechselnd mit posi- 
tivem und negativem Zeichen in Rechnung kommen. Die Summe 
dieser Flächen, das bestimmte Integral 

/sin et da 
"vT"' 



hat also das Vorzeichen des ersten Gliedes, d. h. es ist positiv. 

In dem ersten der eben erhaltenen Integrale wollen wir V« 
ebenfalls positiv nehmen. Dann liegt die Curve, deren Ordinate 

cosa 

ist (Fig. 15), von a = bis a = — ä oberhalb der Abscissenaxe, 
sie fängt aber nicht mit der Ordinate an, sondern mit der Ordi- 
nate oo : sie hat die Ordinatenaxe zur Asymptote. Von a = — an 

Fig. 15. 




n 






fin 




27r 



liegt sie abwechselnd unterhalb und oberhalb der Abscissenaxe 



7C 



und die Durchgänge durch finden statt, sobald von oc = ^ an die 

Abscisse um ein Vielfaches von n zugenommen hat. Auch hier ist 
der absolute Zahlwerth von 

cos(a-\-jt) 



Vo^^ 



kleiner als der Zahlwerth von 



cos cc 
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Hier ist also das Yon a == - sr an genommene Integral eine Summe 

von fortwährend abnehmenden Zahlen, die abwechselnd negativ 
und positiv sind. Das Vorzeichen dieser Summe ist also negativ. 

Dazu kommt dann noch das Integral von bis -, dessen Vor- 

zeichen positiv ist. Dass dadurch das Vorzeichen des ganzen Inte- 
grals positiv wird, erkennt man durch folgende Betrachtung. Wir 
zerlegen das von bis oo zu erstreckende Integral in eine Summe 
von unendlich vielen Integralen, die der Reihe nach zwischen den 

Grenzen 

und Ä, % und 2jr, 2;r und 3ar u. s. f. 

zu nehmen sind. In dem Integrale 

(f*+i)» 



/cosud 

fuhren wir statt a die neue Variable a -j- /tÄ ein, wodurch es 
übergeht in 

/cosaaa 

Setzen wir dann 

Va yu-j-Jt Vct-\-2n: 

/IT 
COS ad a C^, . , 

— —j= — = / If (a) cosaaa 
V« !f 




T 



= / F(a) cosada -\- I F(a) cos ada. 






In dem zweiten dieser beiden letzten Integrale führen wir statt a 
als neue Variable n — «ein und erhalten 

« T 

/ — -^=: — = / F(a)cosada -\- j F(7t — a)cosccda 



T 
1 



= / ( F(a) — F{n — a) ] cos ada. 
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Nun ist F{a) positiv und zwischen den Grenzen und — auch 

cos a positiv. Das Vorzeichen des Integrals hängt also davon ab, 

ob die DiflFerenz 

F{a) — Fin — a) 

positiv oder negativ ist. Da nun der nach a genommene Differen- 
tialquotient von F{a) negativ ist, nemlich 

so ist in dem Intervall der Integration 

F(a)> JP(3r — «) 
und daher das Integral positiv. Wir haben also 



/"^cosada , \ fn 



/'^ sinada i 1 /^ 



§. 34. 

Einschränkung der Grenzen in Fourier's Lehrsatz. 

Beispiel. 

Wir können fiir die Entwicklung von q) {x) nach dem Satze 
von Fourier auch die Bestimmung geben, dass g) {x) nur für 
h "^ X "^a einen von verschiedenen Werth habe, ausserhalb 
dieser Grenzen aber = sei. Dann haben wir in dem innern 
Integral der Gleichung (50) statt der Grenzen — oo und -\- oo nur 
zu setzen a und 6. Also ist dann 

00 ft 

q>{x) ^ - I da I q){X)cosa{x — X) dl, 

a 

b ^ x^ a. 

Für X = a resp. x = b finden Sprünge statt von den von 
verschiedenen Functionswerthen (p (a) und q> (h) auf 0. Also gibt 

das Doppelintegral an diesen beiden Stellen resp. - q) (a) und 
\ 9 (fi). 
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Nehmen wir beispielsweise q) (x) = l für 1 > a; >► und 
übrigens für positive a:, die grösser als 1 sind, g) (a;) = 0, so kön- 
nen wir speciell nach Cosinus entwickeln. Wir finden dann 



00 



g)(x) = — j cosaxda I cosakdk 



2 rsin a , 

= - / cos ax a a, 



und der Werth des Integrals ist dann = lfür l>>a;> — 1, 
dagegen = f ür a? ;> 1 und für o; <C — 1 ? endlich == - für a? 

= + 1. Dasselbe Resultat haben wir (§. 15) auf einem andern 
Wege gefunden. 



§. 35. 

Functionen von mehreren Variabein. 

Die Reihenentwicklung von Fourier lässt sich auch auf Func- 
tionen von mehreren Variabein anwenden, weil man dieselben 
Schlüsse nur mehrmals zu wiederholen braucht. Die Formel (49) 
können wir unter Benutzung des Summenzeichens schreiben 



c 

00 



— c •m = l — ß 

oder eleganter, indem wir auch negative Indices zulassen, 

c 

9^ (^) = 97 -S dX(p(X) cosm-ik — x). 

-^^m=-oo'^_ ^ 



m= — 00^ 



Denken wir uns jetzt eine Function von zwei Variabein, also 
die dritte Ordinate einer krummen Fläche, die für c > a; >> — c 
und e >> y >> — e gegeben sei. Wir können zunächst y als con- 
stant ansehen und erhalten dann 

q>(x,y) = 2^^ J dk(p(k,y)cosm-ß — x). 



»»=-«— c 



1 



Auf dieselbe Weise lässt sich aber g>(A,y) entwickeln, nemlich 
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e 

9(^.y) = 27 2 J dfiq)(k,ii)cosn^(ii — y). 

n=— 00 _g 

Folglich ergibt sich dann durch Einsetzung in die vorige 
Gleichung 

(53) q>(x,y) 

=77^ 2 2/ J dXdfi<p(X,n)cos^(X—x)cos^((i — y). 

m=~-x n=— 00 _c — ^e 

Dies kann man leicht ausdehnen auf so viel Variable als 
man will. 

Dasselbe gilt aber auch von dem Fourier'schen Satze, denn 
dieser geht ja aus der Reihenentwicklung unmittelbar hervor, in- 
dem man c und e unendlich werden lässt. Für eine Function von 
zwei Variabein erhalten wir zunächst 



00 00 



<p (x^y) = - I da I d l ip (k^y) cos a (x — A). 



— 00 

Hierin können wir (p(k,y) wieder entwickeln 



gp 00 



9^(^^y) = -J dßj dii(pß,ii)cosß(y — ii), 

— 00 

Setzen wir dies ein, so ergibt sich 
(54) 9)(x,y) 

00 <x> 00 oe 

= — / / / I dadßdkdii<p(k^(i)cosa(x — k)cosß(y — fi). 

— 00 — 00 

Man sieht leicht, wie dies Verfahren auf eine beliebige Anzahl 
von Variabein zu übertragen ist. 
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Differentialgleichungen. 



§• 36. 

Definition und Eintheilung. 

Ist die Grösse y eine Function von einer oder mehreren unab- 
hängigen Veränderlichen, so kann ihr Zusammenhang mit diesen 
unabhängigen Veränderlichen in verschiedener Weise ausgedrückt 
sein. Der einfachste Fall ist der, dass die unabhängigen Variabein 
und die Function durch eine Gleichung mit einander verbunden 
sind, in welcher ausser ihnen nur constante Grössen vorkommen. 
Eine solche Gleichung nennt man eine endliche Gleichung 
zwischen den Veränderlichen, und es soll mit diesem Namen aus- 
gesprochen sein, dass in der Gleichung nur endliche Grössen, also 
keine Differentiale, auch keine Verhältnisse von Differentialen vor- 
kommen. Im Gegensatz zu den endlichen Gleichungen zwischen 
den veränderlichen Grössen stehen die Differentialglei- 
chungen, 

Unter einer Differentialgleichung verstehen wir eine 
Gleichung, welche ausser den unabhängigen Veränderlichen und 
der Function noch einen oder mehrere Differentialquotienten der 
Function enthält. 

Wir unterscheiden gewöhnliche Differentialgleichungen und 
partielle Differentialgleichungen. Wird y als Function von nur 
einer Variablen x angesehen und kommen demnach in der Differen- 



§. 37. Die Integrations-Constanten. 97 

tialgleichung nur die nach dieser einen Variablen x genommenen 
Dififerentialquotienten vor, so heisst die Gleichung eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung. Soll dagegen die Function von 
mehreren Variabein abhängig sein und enthält die Differential- 
gleichung die partiellen Differentialquotienten nach mehreren 
Variabein, so wird die Gleichung eine partielle Differential- 
gleichung genannt 

Wir theilen die Differentialgleichungen (die gewöhnlichen wie 
die partiellen) in verschiedene Ordnungen ein. Eine Differen- 
tialgleichung von der wten Ordnung ist eine solche, in welcher 
Difierentialquotienten von der wten Ordnung und keine höheren 
vorkommen. 

Wir unterscheiden lineare Differentialgleichungen und nicht- 
lineäre. In einer lineärien Differentialgleichung kommen die 
Function y und ihre Differentialquotienten nur in erster Potenz 
vor und keine Producte der Function ipit den Differentialquotien- 
ten oder der Differentialquotienten unter einander. Eine gewöhn- 
liche lineare Differentialgleichung wter -Ordnung ist danach von 
der Form 

worin ao, ai, ... a», X Functionen von x allein oder auch constante 
Grössen sind. Ist X = 0, so heisst die lineare Differentialgleichung 
homogen. 



I. Gewöhnliche lineare Differentialgleichungen. 

§.37. 

Die willkürllohen Integrations-Constanten. 
Das vollständige Integral. 

Die gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen haben viel 
Analogie mit den partiellen Differentialgleichungen. Wir betrach- 
ten daher einige Eigenschaften von ihnen besonders. 

Vorher sind jedoch die gewöhnlichen Differentialgleichungen 
im allgemeinen zu untersuchen. Wir gehen aus von einer end- 

Biemann. Partielle Difrerentialgleichangen. 7 
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liehen Gleichung zwischen x und y, welche ausser diesen veränder- 
lichen Grössen noch eine gewisse Anzahl von Gonstanten enthält. 
Durch nmal wiederholte Differentiation leiten wir aus dieser primi- 
tiven Gleichung n neue Gleichungen her, von denen die erste 
keinen hohem Differentialquotienten als den ersten, die zweite 
keinen höhern als den zweiten, u. s. f., die letzte keinen höhern als 
den nten enthält. Aus dem so gewonnenen System von n Gleichun- 
gen und der primitiven Gleichung können wir n constante Grössen, 
und nicht mehr als w, eliminiren. Das Resultat wird eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung wter Ordnung sein, welche n constante 
Grössen weniger enthält als die primitive Gleichung, aus der sie 
hervorgegangen. 

Die primitive Gleichung drückt einen Zusammenhang zwischen 
X und y aus, durch welchen die Differentialgleichung nter Ord- 
nung erfüllt wird. Man nennt daher die primitive Gleichung das 
Integral der Differentialgleiphung. Beide Benennungen bedeuten 
dasselbe, nemlich eine endliche Gleichung zwischen x und y, welche 
mit der Differentialgleichung verträglich ist. Man sagt aber, die 
endliche Gleichung sei die primitive Gleichung, wenn man sie als 
ursprünglich gegeben und die Differentialgleichung als aus ihr ab- 
geleitet ansieht. Man nennt die endliche Gleichung das Integral 
der Differentialgleichung, wenn die Differentialgleichung ursprüng- 
lich gegeben war und die endliche Gleichung auf irgend einem 
Wege gefunden ist oder gefunden werden soll. 

Aus der vorher angestellten Betrachtung geht hervor, dass 
eine endliche Gleichung zwischen x und t/, die einer Differential- 
gleichung wter Ordnung Genüge leistet, n Constanten enthalten 
kann, die in der Differentialgleichung nicht vorkommen, aber nicht 
mehr als n. Diese n Constanten sind völlig unbestimmt, wenn 
nichts als die Differentialgleichung gegeben ist. Man nennt sie 
daher die willkürlichen Constanten des Integrals, und die 
endliche Gleichung heisst das vollständige Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichung^^)^ wter Ordnung, wenn wirklich n 
willkürliche Constanten darin vorkommen. Im Gegensatz dazu 
nennt man eine endliche Gleichung zwischen x und y, die der. 
Differentialgleichung wter Ordnung genügt, ein particuläres Inte- 
gral, wenn sie weniger als n willkürliche Constanten enthält. 
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§. 38. 

Homogene lineare Differentlalgleicliungeix. 

Wir betrachten nun eine homogene lineare Differentialgleichung 
nter Ordnung 

Es sei y = F ein particuläres Integral. Dann wird auch 
y = cY ein solches sein. Denn nach der Voraussetzung wird die 
Differentialgleichung erfüllt, wenn man statt y darin Y" schreibt, 
also 

Wird nun aber statt y eingesetzt c F, so kommt auf der linken 
Seite nur noch der für alle Glieder gemeinschaftliche Factor c 
hinzu, so dass durch Division mit c sich die vorige Gleichung 
wieder ergibt. 

Sind femer y = Yi und y = Fg particuläre Integrale, so 
kann man daraus ein neues Integral 

y = Ci Fl + Ca Fa 

bilden. Dieses neue particuläre Integral ist dann von Fi und Y^ 
nicht unabhängig, sondern aus ihnen linear zusammengesetzt. Da- 
gegen heisst ein Integral F3 von Fi und Fg unabhängig, wenn es 
sich nicht in die Form CiYi -\- c^ Yq bringen lässt. Ueberhaupt 
werden Je Integrale Fi, F3, . . . F* der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung von einander unabhängig genannt, \^enn sich 
keine constanten Coefficienten «i, a^i ••• ^k bestimmen lassen, die 
der Gleichung genügen 

«1^1 + (hT2-] h«fc^Ä = Ö. 

Man sieht nun leicht, dass eine Differentialgleichung nter 
Ordnung mehr als n unabhängige particuläre Integrale nicht 
haben kann. Denn sonst könnte man jedes mit einer willkür- 
lichen Constanten multipliciren und erhielte durch Addition der 
Producte ein neues Integral, das mehr als n willkürliche Constan- 
ten enthielte. 

7* 
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Hat man aber n von einander unabhängige particuläre In- 
tegrale gefunden, so ist 

y = Cl Fl 4- Ca Ya H ^ CnYn 

das vollständige Integral der homogenen linearen Differential- 
gleichung nter Ordnung und Ci, c^, ... Cn sind willkürliche Con- 
stanten. Daraus lässt sich jedes particuläre Integral herleiten, 
indem man den Constanten bestimmte Werthe beilegt. 

Eine allgemeine Methode, die homogenen Uneären Differen- 
tialgleichungen zu integriren, besitzen wir nicht. Nur einige be- 
sondere Fälle ist man bis jetzt im Stande gewesen zu behandeln. 
Sind die Coefficienten «o, »i, ... a« in der Differentialgleichung 
constant, so kann man immer das vollständige Integral ermitteln. 



§.39. 

Homogene lineare DüTerentialgleichungen mit 

Constanten Coeffloienten. 

Es sei die homogene lineare Differentialgleichung wter Ord-' 
nung gegeben 

/i\ ^**y I d**~^y , , dy . 

(1) «o^ + ai^ + - + a«-x^ + a«y = 0, 

worin Uq, Oi, ... «n-i, «n reelle constante Grössen sein sollen. Wir 
können leicht particuläre Integrale finden. Setzen wir z. B. 

so ist -T^ = ae**, -T-4 = a^gaa; ... y. -_ cc^^x^ 
dx dx^ do(^ 

Führen wir diese Werthe in die Differentialgleichung ein, so 
ergibt sich 

e*«'(aoa** + «i«**"^ + •** + «n-i« + «n) = 0. 
Dies kann nicht anders der Fall sein, als wenn die Klammergrösse 
= wird. Die constante Grösse a ist also eine Wurzel der 
Gleichung 

(a) q> (a) = a^a'^ -\- ai a*»-i + h ö^n-i « + a« = 0. 

Wir bezeichnen die w Wurzeln der Gleichung mit «i, «j, . . . a„ 
und betrachten zunächst den Fall, dass sie sämmtlich von einan- 
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der verschieden sind. Dann haben wir n von einander unabhän- 
gige particuläre Integrale der Differentialgleichung, nemlich 

Das vollständige Integral ist demnach 

(1) y = Cie*i* -f" Ca 6*«* + ••• + ^»6*«^ 

Hat die Gleichung wten Grades, welcher a genügen muss, imagi- 
näre Wurzeln, so kommen diese imme r paa rweise conjugirt vor, 
d. h. die eine i st vo n der Form ft + A V — 1, die andere von der 
Form ft ip aV— 1. Es seien z. B. «i und «2 solche conjugirte 
imaginäre Wurzeln 



«i = ^ -f- A V— 1, 

«2 = fA — ^V — !• 
Dann ergibt sich 

= e'^^UCi -|" C2)coskx -j- (ci — C2) V— 1 smAxl- 

Da nun Ci und c^ willkürliche Constanten sind, so können wir 
dafür zwei andere einführen, indem wir setzen 

Ci -f- C2 == A^x, 
(Ci — C2) V — 1 = h. 

Dadurch erhalten wir 

Ci e*i* + C2 e^^ = e*** . (fci cosXx -^ h^ sin A x). 

Das eben angewandte Verfahren erleidet eine Modification, 
wenn die Gleichung in a nicht lauter verschiedene Wurzeln hat. 
Es sei tti = «2 = «3 = • • • = ^m nnd die übrigen n — m Wur- 
zeln seien von «i und von einander verschieden. Dann haben wir 
ein particuläres Integral 

y = e^i^ , v^ 

worin wir v als eine unbekannte Function von x ansehen. Setzen 

wir zur Abkürzung 

fe(fc — 1) (ifc — 2) ... (fc — r + 1) , 
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und wenn wir « = c«>« nehmen: 

In dieser Formel haben wir der Reihe nach Ä = 1, 2, 3, . . . n 
zu setzen ) wenn das particuläre Integral y = c*i« . v und seine 
Derivirten in die DiflFerentialgleichung eingeführt werden sollen. 
Dadurch ergibt sich dann 

= e*i*t7{aoa* + aiaj~^ -f- aj«""^ + •" + »n-i«! + «n} 
+ c-i* j| {wi oo «r ^ + (w ~ l)i ai <"' H h «n-l} 

+ ^'""d^ {watto«?-^ + (w — 1)2 »1«?"^ H h an-2} 

■ I • • • 

+ """S^ {n«_ia,ar"+' + (~ - l)«-!«!«?— + •••} 

+ «""-^^ {»mOo«"-" + (« - l)mai «:-"-• + •••} 

I • • • 

In dieser Gleichung sind die Klammergrössen der Reihe nach 
ff («1)^ ff' («i), Yj 9" («i) . . . Die Gleichung lautet also kürzer 

Da nun q) (a) durch (a — «i)"* theilbar ist, so ist 

g) («i) = 0, 9?' (a,) = 0, .... ^jC»*-!) («i) = 0, 

und die vorige Gleichung geht über in 

L ^± . a>i^)(a^ H L ^ ^ : g)<'*>(ai) = 0. 

Sie wird erfüllt, wenn wir 

d^v d^^^v d*^v ^ 

da^ dic~+^ dod^ 

setzen, d. h. 
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Das particuläre Integral lautet dann 

es enthält also m willkürUche Constanten. Da ausserdem noch 
n — m particuläre Integrale von den Wurzeln «m+i? «w+2, ...«n 
herrühren, so sind auch hier wieder in dem vollständigen Integral 

(H) y = e-i^(ho + Ai ^ H h h^^ix^-^) + Cnt+iC^'^+i^ + • .. 

...4-Cne"«'' 
n willkürliche Constanten vorhanden. 

Dasselbe Verfahren findet Anwendung, wenn die Gleichung 

fp(a) = mehr als eine Gruppe von gleichen Wurzeln besitzt. 



§.40. 

Nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 

Wir haben noch die lineare Differentialgleichung zu unter- 
suchen, welche ein von y und den Differentialquotienten freies 
Glied enthält, also 

(1) ao^ + «i^^ + - + ««-x^ + a«y = X 

Die Integration dieser Differentialgleichung wter Ordnung lässt 
sich in zwei verschiedenen Weisen zurückführen auf die Integra- 
tion einer ganz ähnlich lautenden Differentialgleichung (n — l)ter 
Ordnung. Es bedarf dazu nur der Kenntniss eines particulären 
Integrals öiner homogenen linearen Differentialgleichung wter Ord- 
nung. Beide Wege hat Lagrange im 3. Bande der Miscellanea 
Taurinensia eingeschlagen*). 

Der erste Weg ist folgender. Man verstehe unter z eine vor- 
läufig noch unbekannte Function von a?, multiplicire beide Seiten 
der Gleichung (I) mit zdx und führe links in allen Gliedern mit 
Ausnahme des letzten die Integration nach Theilen aus. Dabei 
ergibt sich 



Hf 



) Sur rintögration de T^quation 

^ ^ dt ^ dt^ ^ dt^ ^ ' 

dans laquelle LyM,N,.,T sont des fonctions de t, (Miscellanea Taurinensia. 
Tomus in. 1762 — 1765. p. 182.) 



X 

X 
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I OnSiydx = I ünzydx 

U. 8. f. 

In dem Resultate der Umformung setzen wir 

^ ^ da^ dx!^-^ ' dx""-^ ' ] \ j n 

Dann bleibt stehen 

(2) jXzdx = y[a^^.z L__ + _____ ^ + .. .j 

+ ••• 
, d»*-^v 

+ d^^^ «^ "• 

Kennt man also ein particuläres Integral z der homogenen 
linearen DiflFerentialgleichung (a) und führt dieses in die Gleichung 
(2) ein, so hat man nur noch eine Differentialgleichung (n — l)ter 
Ordnung zu integriren. 

Auf dem zweiten Wege setzt man voraus, dass ein particuläres 
Integral der homogenen linearen Differentialgleichung 

(^) ^« dFn + ^^ d^^ + - + ^--' d^ + ^"^ = ^ 

bereits gefunden sei. Wir setzen dann, um der ersten Differential- 
gleichung zu genügen 

y = u . v^ 

und verstehen unter u eine noch unbekannte Function von x. Die 
gegebene Differentialgleichung geht dadurch über in 

^ f d«v , d'^-^v , , ] 

, du i d^-^v , . * d**-2^ A 

+ j-x ■ h"» d^^ + (" - ^)^"' d^^ + •• j 

^4" ■ • • • 

, d**t* 
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Die erste Klammer ist = 0. Die übrigen Elammergrössen sind 
bekannte Functionen von x. Wir bezeichnen sie also mit einfachen 

Buchstaben und setzen ausserdem -5— = u\ Dann hat man zur 

ax 

Bestimmung von u^ die Differentialgleichung 

(3) 60 J^^ + h J^^ + - + &n-2 ^ + &n-lU' = X 

Diese ist von derselben Form wie die ursprünglich vorgelegte 
Gleichung, aber von der um 1 verminderten Ordnung. 

Lagrange macht in dem oben citirten Aufsatze noch die Be- 
merkung, dass man von der Differentialgleichung (1) aus zu einer 
ebenfalls linearen Differentialgleichung (w — m)ter Ordnung ge- 
langt, wenn m particuläre Integrale der Differentialgleichung (a) 
oder der Differentialgleichung (b) bekannt sind. Dabei ist natür- 
lich m höchstens = n. Für diesen äussersten Fall führt La- 
grange die Rechnung durch in einem Aufsatze, der unter den 
Nouveaux Memoires de TAcademie de Berlin vom Jahre 1775*) 
abgedruckt ist. Das Verfahren ist folgendes. 

Hat man n von einander unabhängige particuläre Integrale der 
homogenen linearen Differentialgleichung (b), nemlich 1^1,^21 •••^w 
so ist das vollständige Integral von der Form 

und Ci, Ca, ... Cn sind die willkürlichen Constanten. Um nun die 
Differentialgleichung (1) zu integriren, setzen wir 

(4) y = %Vi + Ma^a H h «nVfi 

und betrachten Ui^u^^ .,, Un als unbekannte Functionen von x. 
Werden aus der Gleichung (4) die ersten w Differentialquotienten 
gebildet und diese in (1) eingesetzt, so erhält man eine Differen- 
tialgleichung, der die n Functionen Wi, U2, % . • • t^n Genüge leisten 
müssen. Zur völligen Bestimmung der Functionen u haben wir 
aber ausserdem noch w — 1 Gleichungen nöthig. Diese wählen 
wir, da sie in der Aufgabe nicht gegeben sind, in der Weise, dass 
bei den ersten n — 1 Differentiationen der Gleichung (4) jedesmal 
der Inbegriff derjenigen Glieder = gesetzt wird, welche die 
Differentialquotienten von u^^ Wj, ... w« enthalten. Dadurch er- 
gibt sich 



"') Becherches sur les suites recurrentes etc. Article 1, §. 5. 
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(c) 



dx 
\dx^ 



k = l 



n 




Vk 



dujc 
dx 



= 



n 



-2j «» TP"' 

fc — l 



:-^dvk du^ 
dx dx 




= 



fe»i 



^n-ly _^ ^'^•"^t^fc 




Dagegen wird 



k = l 



fc«.l 



da?**-2 da: 



= 



(d) 



dir» .-«^ * dx~ 




d"-^t;fc d% 



dx»*"^ dx 
Der Ausdruck für y aus Gleichung (4) und die eben erlangten 

Ausdrücke der Diflferentialquotienten ^ , -5-— , • • • -3-? sind in die 

^ da; dic2' da^ 

Differentialgleichung (1) einzusetzen. Dadurch erhält man 




k=-l 



(■ 



Mk Itto 



d**t;fc 
dx:^ 






+ "^"-^ d¥ + '^'•'^V 

d'»-^i;fc duic 
doS^-'^ dx 



4- «0 




= X 



k = l 



Nun ist aber vermöge der Differentialgleichung (b) der Factor 
von Mfc in der ersten Reihe = für fc = 1, 2, 3, . . . w. Die letzte 
Differentialgleichung geht also über in 

d»*-ivfc d% 



»0 




= X. 



da;**~^ dx 
Diese nehmen wir zusammen mit den Gleichungen (d). 

haben wir zur Bestimmung der n Unbekannten -r-^, -^ ^ 

die folgenden n Gleichungen 
dui . du^ t du^ . 



X 



Dann 

dun 
dx 



+ 



dx ' 
dv2 du2 






da; dx 

d^Vy dtii 

dx^ dx ' dx^ dx 



, di73 d% I 
"1 T^ TtTT "T" 



da? da; ' da; da; 



, d^V2 du^ , d^ v^ du^ , 



, dvn dun _ Q 
'^ dx dx ' 

■"■^ da;2 da; "" ^' 






da;~"'2da; ' da^—^^/p 
d^—'^Vi dui. d*^-^V2du2 , 



da;**— 2 ^/p 
d**-^i;3dM3 



da^^^ dx ' da;**"-^ da; 



1 . • • I 



do(^^^ dx 

d^—^VndUn 

dx^-^ dx 



0, 
X 

«0 
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X 

Die Coefficienten der n Unbekannten und die Function — sind be- 

kannt. Es kömmt also nur darauf an, durch Elimination die 
Werthe der Unbekannten zu bestimmen. Ergibt sich dabei 

so ist 9?k (x) eine bekannte Function von x^ und wir erhalten 
(5) U}tz=z l (pT,(x)dx h = 1, 2, 3, ... w. 

Die Bestimmung der Functionen u ist also auf ein Problem 
der Integralrechnung, oder, wie man sich ausdrückt, auf einfache 
Quadratur zurückgeführt. 

Man nennt dieses Verfahren von Lagrange die Methode d er 
V ariation der Constan ten. 

Ein ganz analoger Weg ist einzuschlagen, wenn nur m parti- 
culäre Integrale von (b) bekannt sind (m <Z n). Zuerst betreten 
ist dieser Weg für m <; w von d'Alembert*). Man vergleiche 
darüber auch die späteren Arbeiten von Libri**), Malmsten***) 
und Joachimsthalf), sowie die Darstellung von Baltzerff). 



IL Partielle Differentialgleichungen. 



§.41. 

Definition. Lineare partielle Diffterentialgleicliungen 

zweiter Ordnung. 

Wir haben bis jetzt eine Function y als abhängig von nur 
einer .Variablen x angesehen. Bei den physikalischen Erscheinun- 
gen, welche wir betrachten wollen, treten nun aber mehrere unab- 
hängig veränderliche Grössen auf: die Zeit und die drei Eaum- 



♦) MisceU. Taur. T. 3. p. 381. 
**) CreUe. Bd. 10. p. 185. 
***) Grelle. Bd. 39. p. 91. 
t) CreUe. Bd: 40. p. 48. 
tt) Theorie und Anwendung der Detei^minanten. 3. Aufl. Leipzig. 1870. 
§. 9. 3. 4. 
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coordinaten. Diese Untersuchungen werden uns also auf partielle 
Differentialgleichungen führen. 

Betrachten wir zunächst eine Function w, die von zwei unab- 
hängigen Yariabeln w und t abhängt, also 

u = (p(x, t). 
Diese Function u hat die beiden Differentialquotienten erster Ord- 
nung 

du du 

die drei Differentialquotienten zweiter Ordnung 

d^u d^u d^u 
dx^' dxdV dP' 
u. s. f. 

Jede Gleichung zwischen u und irgend welchen partiellen 
Differentialquotienten dieser Function heisst eine partielle Diffe- 
rentialgleichung. Die Ordnung wird hier wieder nach dem höch- 
sten darin vorkommenden Differentialquotienten bestimmt. 

Eine Function w, die der partiellen Differentialgleichung Ge- 
nüge leistet, wird eine Lösung derselben genannt. 

Vom grössten Interesse sind die linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung, weil die meisten physikali- 
schen Fragen auf solche Gleichungen führen. Die allgemeine 
Form derselben ist bei zwei unabhängigen Variabein 

jd^u , d^u , d^u , du , du , 

•^g^^ + '^8^^ + ^d7i+^8^ + ^äT + "^ = ''' 

und besonders wichtig ist der Fall, dass sie homogen sind, dass 
also 5 = ist. Mit der Untersuchung dieses Falles wollen wir 
uns daher hauptsächlich beschäftigen. 

Sind die Coefficienten Z, m, n, p, g, r constante Grössen, so ist 
es leicht, particuläre Lösungen der homogenen Gleichung 

,82m , d^u , d^u , du , du , 

zu finden. Wir setzen, analog dem Verfahren in §. 39, in diesem 
Falle 

Dann ist 

du du a 
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Folglich geht die partielle Differentialgleichung über in 
■ u • Ua2 _|_ ^ciß ^ f^ß2 _|_2)a -(- g/J -|- rj = 0. 

Hier haben wir die Klammergrösse = zu setzen. Dadurch ergibt 
sich eine quadratische Gleichung in a und ß. Wir können also 
die eine der beiden Grössen, etwa /3, beliebig wählen, und 
erhalten zu jedem Werthe von ß aus der Gleichung zwei be- 
stimmte zugehörige Werthe von a. Es gibt also eine unendliche 
Menge zusammengehöriger Werthe von a und /5, welche der Be- 
dingungsgleichung 

la^-{-maß-\-nß^-{-pa-{-qß-\-r = 

genügen , und folglich haben wir auch unendlich viele particuläre 
Lösungen der partiellen Differentialgleichung. 

Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied der partiellen und 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen, da die letzteren nur eine 
endliche Anzahl unabhängiger particulärer Integrale besitzen. 

Sind ?7i, ZJa, [/'s, ... particuläre Lösungen der homogenen 
linearen partiellen Differentialgleichung, so» kann man jede mit 
einer willkürlichen Constanten multipliciren und erhält durch Ad- 
dition der Producte wieder eine Lösung der homogenen Gleichung. 
Auf diese Weise setzt sich aus den unendlich vielen particulären 
Lösungen die allgemeine Lösung zusammen, die demnach un- 
endlich viele willkürliche constante Grössen enthält. 

Die Auffindung der particulären Lösungen ist meistens mit 
gar keiner Schwierigkeit verknüpft. Man kann also auch die all- 
gemeine Lösung dann leicht herstellen. Mit solchen allgemeinen 
Lösungen, in denen die Constanten willkürliche Werthe haben, ist 
aber so gut wie nichts gewonnen. Vielmehr liegt bei den Auf- 
gaben, die auf partielle Differentialgleichungen führen, der wich- 
tigste Punkt der Frage darin, die Constanten so zu bestimmen, 
dass gewisse Nebenbedingungen erfüllt werden. So. hat man z. B. 
die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung gefun- 
den für die Schwingungen elastischer Flächen, also für die Klang- 
figuren, kann aber aus dieser allgemeinen Lösung die Figuren 
selbst durchaus nicht finden, sondern hat noch unendlich viele Be- 
dingungen zu berücksichtigen besonders für das, was am Rande 
solcher schwingenden Platten vor sich gehi 
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§.42. 

Beispiel. 

m 

Wir nehmen als Beispiel die partielle Diflferentialgleichung 

.'. du 'd^u 

^^) 8? = ^' 8^' 

welche sich auch in der Folge ergeben wird für die Bewegung der 
Wärme, wenn man nur auf eine Dimension Rücksicht nimmt. Es 
ist nicht schwer, particuläre Lösungen zu finden. Die Aufgabe 
wird aber schwierig durch gewisse Nebenbedingungen. Wenn also 
u = q)(x^ f) dieser partiellen Diflferentialgleichung genügt, so fragt 
es sich, welche Bedingungen hinreichen, damit (p(x^t) eine völlig 
bestimmte Function werde. Da findet sich, dass die Function voll- 
kommen bestimmt wird, wenn noch die Bedingung hinzukommt, 
dass für einen bestimmten Werth von t die Function u sich auf 
eine bestimmte, aber ganz beliebig genommene Function von x 
reducirt. Also es soll sein 

(2) u=f(x) für^ = 0. 

Wir gehen hier wieder von particulären Lösungen der partiellen 
Diflferentialgleichung aus. Setzen wir 

so ergibt sich aus der Differentialgleichung für a und ß die Bedin- 
gungsgleichung 

ß = a^ a2. 
Wir haben also 

als particuläre Lösung. Da a ganz beliebig gewählt werden 
kann, so dürfeii wir auch a V — 1 statt a setzen. Es sind demnach 
auch 

gaacY — 1 ^ g — a*a** 

und 

particuläre Lösungen, die wir mit willkürlichen Constanten multi- 

pliciren^und addiren dürfen. Wir multipliciren die erste mit 

^—aky^x^ die zweite mit e + «AV— i und erhalten durch Addition und 
Subtraction die beiden particulären Lösungen 



CS 

/ 
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g-o«a8« ^ cosa(x — A), 
g-a»a«t ^ siwa(a; — A), 

bei denen wir den constanten Factor 2 und resp. 2 . V— 1 weg- 
gelassen haben. 

Um die allgemeine Lösung herzustellen, haben wir a stetig 
variabel zu nehmen, jeden Werth, den die Function u für ein 
specielles a annimmt, mit einer von x und t unabhängigen Grösse 
zu multipliciren und die unendlich vielen Producte zu addiren. 
Ist also F(x^t^a) eine particuläre Lösung, so multipliciren wir sie 
mit ip (a) d a. Dann ist auch 

c« 

rp (a) F(x^ t^a)d a 

Cl 

eine Lösung der partiellen Differentialgleichung. Denn dieses 
Integral ist eine Summe von unendlich vielen Special werthen der 
Function F (x^t^a) für unendlich viele verschiedene a, deren jeder 
mit einer von x und t unabhängigen Grösse iif{a)da multiplicirt ist. 
In unserm Falle können wir zunächst für dasselbe a die par- 
ticuläre Lösung 

ß-a«a«« cosa(x — A) 

mit il>(X)dk multipliciren und darauf zwischen vorläufig beliebigen 
Grenzen Ci und c^ integriren. Dann ist auch 

c« 

6-«*»** cos a(x — A) ^ (A) d A 

Cl 

eine particuläre Lösung. Diese multipliciren wir mit d a und inte- 
griren zwischen den Grenzen bi und ft,. Fügen wir noch einen 
constanten Factor h hinzu, so wird auch 

u = h I da I €r-<^''** cosa(x — A)^(A)dA 
ii ci 

eine Lösung der partiellen Differentialgleichung. Setzen wir hierin 
^ = und berücksichtigen die Bedingung, dass dann 

u=f(x) 
sein soll, so findet sich 

f(x) = h I da 1 cosa(x — X)if(k)dX. 



c« 

/■ 



1 
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Nach Fourier's Satze {§. 32. Formel (50)} ist aber 

f{x) z=z ^ I da I cosa(x — l)f{l)dL 

— « 

Damit also der Nebenbedingung genügt werde, haben wir zu setzen 

Ä = l, ^(A)=/(A), 

6i = 0, 63 = 00 , 

Ci = — 00 , Cj = 00 . 

Unsere Aufgabe ist daher völlig gelöst, wenn wir 

00 00 

u = — I da I er^^''''^f(k)cosa(x — A)dA 

—00 

nehmen. Dieser Ausdruck lässt sich noch vereinfachen durch üm- 

kehrung der Integrationsordnung. Es ist dann zuerst das Integral 



/ 




auszuführen. Der Werth desselben findet sich aus §. 18 Formel 

(35), nemlich 



2a y t 



e 



Danach erhalten wir also 

1 1 ® (g-A)g 



— 00 



Es ist nicht uninteressant, diesen Werth noch einmal zu verifi- 
ciren , indem man zöigt, dass er den beiden Bedingungen genügt. 
Dass er die partielle Differentialgleichung erfüllt, erkennt man 
leicht, indem man die Differentiationen ausführt. Es reicht dazu 
auch hin, nachzuweisen, dass 



1 - 



(ä-A)* 



„e 4a«« 



Vt 

eine particuläre Lösung ist. Um aber den Werth zu finden, den 
der letzte Ausdruck von m für ^ = annimmt, ist es zweckmässig, 
das Integral etwas umzuformen. Führt man für X eine andere 
Variable ein, so dass der Exponent von e das negative Quadrat 
der neuen Variablen ist, also 

2a]/t ^' 



§. 43. Beispiel. 113 

so wird 

<!*) « = 4= ffix-\-2aßVT)e-^dß. 

Dieser Ausdruck geht für t = über in 



OD 

)=ff{x)e-f^dß 

— oo 



Vi 






d. h. mit Rücksicht auf §. 17, Formel (33) in 

Die partielle Differentialgleichung, welche wir hier behandelt 
haben, bildet den Gegenstand der Untersuchung in den §§. 49 bis 60 
des folgenden Abschnittes. Immer werden wir von der particulären 
Lösung 

ausgehen und die allgemeine Lösung aus unendlich vielen particu- 
lären Lösungen zusammensetzen. Diese bildet bei allen Aufgaben 
den gemeinsamen Ausgangspunkt. Sobald wir aber auf die je 
nach der Aufgabe verschiedenen Nebenbedingungen Rücksicht 
nehmen, gelangen wir zu Lösungen, die trotz des gemeinsamen 
Ausgangspunktes von einander völlig abweichen. 



§. 43. 
BelspieL 
Wir wollen jetzt die partielle Differentialgleichung nehmen 

die bei dem Problem der schwingenden Saiten sich ergeben wird. 
Sie ist die erste partielle Differentialgleichung, die überhaupt be- 
handelt worden ist. Die Function u ist hier noch nicht bestimmt, 
wenn man nur eine Bedingung hinzufügt Wir stellen also zwei 
Bedingungen auf, nemlich 

Biemann. Partielle Dififerentialgleichungen. g 
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(2) u=f(x) mit = 0, 

(3) |t = -P(*) fiir< = 0. 

Die Aufgabe lässt sich in zwei zerlegen , indem wir das eine 
Mal eine Function suchen, die der partiellen Difl'erentialgleichung 

genügt und für ^ = gibt u = f(x)^ — = 0; das andere Mal 

eine Function, die der partiellen DiflFerentialgleichung genügt und 

für ^ = gibt t* = 0, ll = F(x). 

I. Wir suchen zunächst eine Function, welche die partielle 
Differentialgleichung erfüllt und den Bedingungen genügt 

(2*) u=f{x) für^ = 0, 

(3*) ll = ^ für f = 0. 

Als particuläre Lösung der Gleichung (1) versuchen wir 

Diese genügt der Gleichung (1), wenn 

/S2 = 0^2 a2. 

Wir erhalten also als particuläre Lösung 

ßa(xT.at) 

worin wir auch a mit «]/— 1 vertauschen dürfen. Thun wir dies, 
so erhalten wir die neuen particulären Lösungen 

cos a(x-\-at) und cosa(x — at) 
und ebenso die beiden anderen Lösungen 

sina(X'-{-at) und sina(x — at). 
Die beiden ersten Lösungen multipliciren wir mit dem von x und t 
unabhängigen Factor cosaA, die beiden anderen mit sinak und 
erhalten dann durch Addition 

cosa(x — k-\-at) -\- cosa(x-'k — at). 
Diese particuläre Lösung ist schon so beschaffen, dass sie der Be- 
dingung (3*) genügt. Multipliciren wir sie mit f(k)dk und inte- 

- .... 1 

griren nach A von — oo bis -|- oo, multipliciren weiter mit ^r—du 

und integriren nach a von bis oo , so ergibt sich 

M = — I da / fß) cosa(x — k-\-at) -|- cosa(x — k — at)\ dX 



00 
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oder wenn wir Fourier's Satz beachten: 

(!) ^ = l[f(^+at)-\-f(x-at)y 

Diese Lösung genügt der partiellen Differentialgleichung (1) und 
den beiden Bedingungen (2*) und (3*), wie man nachträglich auch 
leicht verificiren kann. 

IL Die Function u soll so bestimmt werden, dass sie der par- 
tiellen Differentialgleichung (1) und den Bedingungen 

(2**) u = für ^ = 0, 

(3**) y^ = F(x) , t = 

genügt. 

Hier gehen wir von den beiden particulären Lösungen 
sina(x — X-\-at) und $ina(x — X — at) 
aus und machen die Bemerkung, dass ihre Differenz der Bedingung 
(2**) bereits Genüge leistet. Wir, nehmen also die particuläre 
Lösung 

sin a(x-' X-\-at) — sina(x — l — af). 

Der nach t genommene Differentialquotient ist 

a alcos a(x — X-^at) -}- cosa{x — X — at)\ 

und geht für ^ = über in 

2aacosa(x — A). 

Für ^ = soll aber 



OD 00 



= F(x) = ^ A «/"-FW cos tt(x — X) dl 



du 

dt 

— 00 

sein. Dies erreichen wir, indem wir aus der particulären Lösung 
herleiten 

00 CO 

u = ^ / — / F(l) \sina(x-'X-{-at) — sina(x-'X — at)\dX. 

— 00 

Hier können wir die Ordnung der Integration umkehren und erhalten 
2a7cu = 

Die beiden Integrale in der Klammer sind nach §.14 Formel (23) 
zu behandeln. Danach findet sich, dass der Inhalt der Klammer 

8* 



/ 



|f(} (»tiffrr A »""»»'•(♦»• niffcrftntjalgleichmigeii. 

W.>.»l< -f »..«.i»M. WM.« <- t «/. ^ A ^ ./• - at i»t. Dadurch geht 

1^ nlihi- Im 



lUi 



1' \ It^ 



|..,.. ,|l,..t. hmMm .Um. lUiaintfunKou (l), (2**) und (3**) ge- 

„il.it iHixt- -»li-t» tcu'ltlt'lttH»'U rt«»«'l» IP't'^»* "'»»""• , ^ „^ 

m o,il\ .Uk» »u«.|»Hlnttl<»'U in a««>««»m r»Kmrapheu gesteUte 
W,,\.^ 4,.|,u^ .»!«»' »»im. rvuu'tu'tt * W«tuumt wwleiu welche die 
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Vierter Abschnitt. 



Bewegung der Wärme in festen Körpern. 



I. Ableitung des Grundgesetzes. 

§. 44. 

Wärme. Specifische Wärme. Temperatur. 

Wir wenden die Theorie zunächst an auf die Lehre von der 
Bewegung der Wärme in festen Körpern. Dabei ist es gleichgültig, 
ob wir die Wärme als einen Stoff ansehen oder, wie es aus deY 
Analogie anderer physikalischen Erscheinungen wahrscheinlich ist, 
als lebendige Kraft, hervorgebracht durch die wellenförmige 
Bewegung eines Wärmeäthers. Wir drücken uns der Einfachheit 
wegen so aus, als ob die Wärme etwas Materielles wäre. Nach 
der Erfahrung kann dann also ein Körper mehr oder weniger 
Wärme in sich aufnehmen oder abgeben, und er geht bei der Auf-, 
nähme wie bei der Abgabe in einen anderen Wärmezustand über. 
Bei jedem Körper können wir zwei bestimmte Wärmezustände de- 
finiren. In dem ersten Zustande befindet sich der Körper, wenn 
er ringsum mit schmelzendem Eis umgeben ist, in dem zweiten, 
wenn er sich in siedendem Wasser befindet, und wenn er in beiden 
Fällen mit der Umgebung nicht in Wärmeaustausch tritt. 

Für die Physik ist es von besonderem Interesse, die Wärme- 
menge zu bestinmien, welche die Masseneinheit eines Körpers in 
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dem Wärmezustande des siedenden Wassers mehr besitzt als in 
dem Wärmezustande des schmelzenden Eises. Diese. Wärmemenge 
nennt man die specifisch e W ärme des Körpers. 

Um die specitisclie Wärme zu messen, bedürfen wir einer 
Wärmeeinheit. Wir wählen dazu die Wärm eme nge, welche nöthig 
ist, . um die Masaeneinheit Wasser aus dem Wärmezustande des 
sch melzenden Eises in siedendes Wasser zu verwan deln. Oder mit" 
anderen Worten: wir setzen die specifische Wärme des Wassers = 1. 

Mit dieser Wärmeeinheit reichen wir aus. Doch ist es für die 
Theorie vortheilhaft, ein anderes Maass einzuführen, nemlich die 
Temperatur. Wir definiren dieselbe folgendermaassen : 

Die Temperatur u ist eine Verhältnisszahl, welche für irgend 
einen Wärmezustand angibt, das Wievielfache der specifischen 
Wärme C die Masseneinheit des Körpers in eben diesem Zustande 
mehr besitzt als im Zustande des schmelzenden Eises. 

Für den Zustand des schmelzenden Eises ist also die Tem- 
peratur w = 0, für den des siedenden Wassers ist t* = 1, und für 
einen Zustand, der zwischen jenen beiden liegt, ist u ein echter 
Bruch. Die Temperatur u kann natürlich auch über 1 hinaus 
wachsen und unter herabsinken. Der erste Fall tritt ein, wenn 
der Körper aus dem Zustande des siedenden Wassers in einen 
andern Wärmezustand übergeht durch Aufnahme neuer Wärme, 
der zweite Fall, wenn er aus dem Zustande des schmelzenden Eises 
in einen andern übergeht durch Abgabe von Wärme. Dass mit 
der Temperatur das Volumen des Körpers sich verändert, ist hier 
eine Nebensache, die nicht in Betracht kommt. 

Die Wärmemenge TF, welche ein Körper von der Masse M 

und der specifischen Wärme C bei der Temperatur u enthält, ist 

also 

W = M. G .u. 

Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass der Körper seiner ganzen 
Ausdehnung nach dieselbe specifische Wärme besitzt, und dass 
jede Masseneinheit gleich viel Wärmemenge enthält. Bei der Tem- 
peratur ist dann in jedem Körper die Wärmemenge vorhanden. 
Bei den festen Körpern findet eine unpiittelbare Wirkung der 
Wärme nur in unendlich kleiner Entfernung statt, sei es, dass sie 
für weitere Entfernungen entweder wirklich aufhört oder nur 
wegen ihrer Kleinheit sich den Sinnen entzieht. Eine zweite Vor- 
aussetzung, welche wir machen, ist die, dass die Wirkung zwischen 
z wei u nfiadl ich nahen Theile n dem ünterschied,.dßC-31fiBgiEgrgttur 
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oder Wärmemenge proportional ist, und zwar nehmen wir die Wir- 
kung als eine ausgleichende an, so dass der wärmere Theil an den 
weniger warmen etwas abgibt. Aus diesen beiden Voraussetzun- 
gen haben wir zunächst allgemeine Folgerungen und Formeln ab- 
zuleiten. 



§. 45. 

Wärmeaustausch parallel zur Axe der x. 

Wir betrachten einen Körper, welcher ungleichmässig erwärmt 
ist, aber so, dass die Temperatur zu einer und derselben Zeit nur 
abhängt von der a;-Coordinate eines jeden Punktes. Dann ist also 
eine zur a:-Axe rechtwinklig gelegte Ebene in allen ihren Punkten 
gleichmässig erwärmt, und ihre Temperatur ändert sich nur mit 
der Zeit t. 

Nehmen wir nun zu verschiedenen Seiten einer solchen Ebene 
zwei unendlich nahe gelegene Punkte , im Abstände x und x -\- af 
von der y^ -Ebene. Es handelt sich um ihre Temperatur in dem- 
selben Zeitmomente, nachdem seit einem gewissen Anfangstermin 
die Zeit t verflossen ist. Die Temperatur in dem ersten Punkte 
bezeichnen wir mit u. Sie hängt nach der Voraussetzung nur von 
X ab. In dem zweiten Punkte wird also die Temperatur sein 

oder da wir die höheren Potenzen der unendlich kleinen Grösse af 
gegen die erste Potenz vernachlässigen können: 

' dx 

Diea gilt zu einer und derselben Zeit t von jeder beliebigen 
Stelle der betrachteten Ebene. In dem Zeitdiiferential dt^ welches 
auf die abgelaufene Zeit t folgt, geht nun durch ein beliebiges 
Flächenstück co der Ebene eine gewisse Wärmemenge hindurch. 
Diese ist zufolge der im vorigen Paragraphen aufgestellten Hypo- 
these proportional der Temperaturdifferenz, d. h. proportional der 
Grösse 7 

du 

dx 
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Sie ist ferner proportional dem Flächenstück co, durch welches sie 
strömt, und proportional der unendlich kleinen Zeit dt^ während 
welcher wir sie beobachten, d. h. sie ist 

= — hcD TT- ä^' 

dx 

Die Grösse k nennen wir die Leitungsfähigkeit des Körpers. 
Sie kann, wie z. B. bei den Krystallen, von der Richtung der 
Wärmeströmung abhängig sein. Wir wollen auf diesen Umstand 
hier keine Bücksicht nehmen, sondern yoraussetzen, dass für einen 
und denselben Körper Je constant sei. 



1 



§. 46. 

Wärmeaustausoh parallel zur ya -Ebene. 

Wir untersuchen zweitens den Fall, dass zu einer und der- 
selben Zeit t die Temperatur in allen Punkten einer Parallelen zur 
X'Axe constant sei, also 

Dann geht von der einen Seite einer zur x-kxe rechtwinkligen 
Ebene auf die andere gerade so viel Wärmemenge über wie in 
derselben Zeit von der zweiten Seite auf die erste geht. Denn es 
seien fii und 112 (Fig. 16) zwei unendlich nahe gelegene Punkte auf 



/^ro- 



ft 




verschiedenen Seiten der zur a;-Axe rechtwinkligen Ebene. Dann 
lässt sich zu fii ein Punkt ftg , zu fi^ ein Punkt ^^ finden , so dass 
die Linien ft^iitg und fi^fii parallel zur x-Axe liegen und von der 
Ebene halbirt werden, und es haben einerseits fti und /itg, anderer- 
seits f4 und fA4 dieselbe Temperatur. Geht also eine gewisse 
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Wärmemenge von ft-i nach ft2, so wird genau eben so viel gleich- 
zeitig von fi^ nach |it4 übergehen. D. h. die Wärmemenge, welche 
der Punkt [ii verloren, hat der auf derselben Seite der Ebene lie- 
gende Punkt fi^ gewonnen. Und ebenso viel Wärme, als fi^ ge- 
wonnen, hat fi^ verloren. Es hat also ein Wärmezuwachs auf der 
einen Seite der Ebene und eine Wärmeabnahme auf der andern 
nicht stattgefunden. Dies kommt aber auf dasselbe hinaus, als ob 
durch die Ebene gar keine Wärme hindurchgegangen wäre. 

Können wir femer die Temperatur in irgend einem Punkte 
als Summe von zwei Temperaturen darstellen 

u= üi -\- C4 , 

so ist für zwei unendlich nahe gelegene Punkte die Differenz der 
Temperaturen u gleich der Differenz der Temperaturen üi , ver- 
mehrt um die Differenz der Temperaturen Ü2. Es ist also auch 
die Wärmemenge, welche durch ein die Punkte trennendes Flächen- 
element in Folge der ganzen Temperaturdifferenz hindurchgeht, 
gleich der Summe der Wärmemengen, welche nur durch die Diffe- 
renz der Werthe von Z7i und resp. nur durch die Differenz der 
Werthe von U2 zum Uebertritt gebracht sein würden. 



§. 47. 

Wärmeaustausoli überhaupt. Wärmefluss. 

Nehmen wir nun einen Körper, der auf irgend eine Weise 
erwärmt ist, in welchem also zur Zeit t die Temperatur des Punk- 
tes (x, j/, 0) eine Function der drei Coordinaten ist 

In einem unendlich nahen Punkte, dessen Coordinaten x-^-x^ 
y -\- t/^ z -\- z* sind , ist zu derselben Zeit t die Temperatur 

X / I / I / i/\ I ,du. , du . , du , 

f (x-{-x\ y-\-y\ z-\-0^) = w + ;r'g^ + y'^ + ^g^ + ... 

Auch hier sind die höheren Potenzen von x*^ y\ z' gegen die erste 
Potenz dieser unendlich kleinen Grössen zu vernachlässigen. Für 
jeden der beiden Punkte können wir aber die Temperatur als eine 
Summe von zwei Theilen ansehen. Wir nehmen 
für den Punkt {x, y, z) : 

?7i=w, 1/2 = 0, 
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für den Punkt (x-}-af^ y-j-y\ 0-\- z*) : 

' dx 8y 8^ 

In der Function U^ ist dann nur y und ^ variabel, d. h. die Tem- 
peratur ZJa ist in allen Punkten einer Parallelen zur a;-Axe con- 
stant. Folglich findet durch die zur x-knQ rechtwinklige Ebene 
kein Wärmeaustausch statt. Dagegen tritt in Folge der Tempe- 

raturdiiferenz rr' ^— in der unendlich kleinen Zeit dt die Wärme- 

ox 

menge 

dx 

durch das zur x-Axq rechtwinklige Flächenelement cd hindurch 
und zwar von der Seite des Punktes (x^ j/, 0) auf die Seite des 
Punktes (x -^ x\ y -\- y', -\- z'). Von diesem unendlich kleinen 
Effect spricht man gewöhnlich nicht, sondern dividirt durch das 
unendlich kleine Element co und durch die unendlich kleine Zeit 
dt Dies gibt 

eine Grösse, welche man den Wärmefluss für eine zur rr-Axe 
rechtwinklige Ebene nennt. Es ist die Wärmemenge, welche in 
der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit hindurchgehen würde, 
wenn während dieser Zeit für unendlich nahe gelegene Punkte auf 
entgegengesetzten Seiten der Fläche die Temperaturdifi'erenz con- 
stant wäre. 

Ebenso erhalten wir — Ä ^r— und resp. — Ä t^— als Wärme- 

dy ^ dz 

fluss für eine Ebene, die rechtwinklig zur Axe der y und resp. der 
z gelegt ist. 



§. 48. 

Grundgesetz der Bewegung der Wärme in festen 

Körpern. 

Mit Hülfe dieser Resultate können wir leicht die allgemeine 
Gleichung finden für die Bewegung der Wärme in einem homo- 
genen Körper. Wir haben hier die Temperatur abhängig von den 
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Coordinaten des betrachteten Punktes im Innern des Körpers und 
von der Zeit 

und wir müssen voraussetzen, dass für einen Anfangstermin, ^=0, 
die Temperatur jedes Punktes uns gegeben sei 

(p (x,y, z, 0) = f{x, y,z), 

Ist der Körper begrenzt, so müssen auch noch für jeden Zeit- 
moment Angaben über den Wärmezustand der Oberfläche hinzu- 
kommen, wenn die Aufgabe bestimmt sein soll. 

Wir betrachten zur Zeit t ein unendlich kleines Körperelement 
im Innern des Körpers. Wir wählen dazu (Fig. 17) ein rechtwink- 

Fig. 17. 

z 




liges Parallelepipedon von den Kanten dx^ dy^ dz. Der Eckpunkt, 
welcher dem Coordinatenanfang zunächst liegt, habe die Coordina- 
ten x^ y, z. Zur Zeit t ist in diesem Parallelepipedon eine gewisse 
Wärmemenge vorhanden. In dem darauf folgenden Zeitdifferential 
dt wird durch jede Seitenfläche Wärme eintreten und austreten. 
Es fragt sich, welcher Zuwachs an Wärme dadurch entsteht. 

Rechtwinklig zur ic-Axe liegen zwei Seitenflächen, jede vom 
Flächeninhalt dydz^ von denen die eine durch den Punkt (x^y^z), 
die andere durch den Punkt (x-\-dx,y^z) hindurchgeht. Durch 
die erste dieser beiden Seitenflächen tritt in der Zeit dt in das 
Parallelepipedon ein die Wärmemenge 

— h 7-- dy dz dt. 

dx -^ ' 

durch die andere tritt in derselben Zeit aus die Wärmemenge 



- ' Ol). 



+ äiX 



dy dz dt. 
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Die Differenz beider Werthe ist der Wärmezuwachs im Innern des 
Körperelements, so weit er von dem Durchgang der Wärme durch 
die beiden zur x-Axe rechtwinkligen Seitenflächen herrührt. Es 
ist aber 



/du\ _du ■ 8'^ti , 



folglich beträgt jene Differenz 

^ TT--^ dx dy dz dt. 
dx^ ^ . 

Ebenso findet sich der Wärmezuwachs, welcher herrührt von 

dem Durchgange durch die beiden zur y-Axe und durch die beiden 

zur jgr-Axe rechtwinkligen Seitenflächen, nemlich resp. 

fc ;r— r dx dy dz dt 

und 

* -^-TT dx dy dz dt, 
z^ 

Im. Ganzen ist also die Wärmemenge 

zur Zeit t -\- dt mehr vorhanden als zur Zeit t. 

Nun hat zur Zeit t das Körperelement die Temperatur u. 
Nach §. 44 enthält es dann also die Wärmemenge 

Q Cdxdydz . te, 

wenn mit q die Dichtigkeit bezeichnet wird. Der Zuwachs, welchen 
diese Wärmemenge in der Zeit dt erleidet, ist 

Q Cdxdydz • — dt. 

Eige ntlich hängt allerdings die Dichtigke it von der Tempera - 
tur ab, doch ist die Dichtigkeitsänderung so gering, d ass wir_hier 
d avon abseheTi kö^^^^^ Wir haben also zwei Ausdrücke für den 
in der Zeit d t erlangten Wärmezuwachs gewonnen, und diese sind 
daher einander gleich zu setzen. Dividiren wir dann beide Seiten 
der entstehenden Gleichung durch q Cdxdydzdt und schreiben 

Jl 

so ergibt sich 

^ ^ dt Xdx" ^ dy^ ^ dey 



a 



2 
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Diese partielle DifFerentialgleicbung drückt das physikalische 
Gesetz aus. für die Bewegung der Wärme in festen Körpern. Sie 
gilt ab er nur innerhalb de s Körpers, weil si e angibt, wie die Tem- 
peratur eines Rörpertheilchens sicü moditicirt durch die Tempera- 
tur der umgebenden Punkte. Ist der Körper begrenzt, so müssen, 
wie schon hervorgehoben, für die Temperatur der Oberfläche noch 
Bedingungen gegeben sein, damit die Aufgabe zu einer bestimmten 
werde. Es muss ferner für den Anfangstermin (t = 0) die Tem- 
peratur jedes Punktes gegeben sein. 

Ein specieller Fall der Aufgabe ist der, dass die Temperatur 

constant bleiben soll, also -— = 0. Dann haben wir also die par- 

öt 

tielle Differentialgleichung 

und die Gleichung, welche die Temperaturvertheilung für ^ = 
gibt, fällt weg. Für diesen Fall können wieder besondere Bedin- 
gungen in Beziehung auf die Oberfläche gegeben sein. Es handelt 
sich dann also um das Gleichgewicht der Temperatur unter ge- 
wissen Bedingungen für die Oberfläche. 



II. Die Temperatur ist abhängig von der Zeit und von 

einer einzigen Coordinate. 

§. 49. 

Der Körper ist unbegrenzt. Der Körper ist von einer 

unendliclien Ebene begrenzt. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit partiellen Differential- 
gleichungen, in welchen nur eine Coordinate, etwa x^ vorkommt. 
Es muss dann also für alle Punkte einer Ebene, welche recht- 
winklig auf der aj-Axe steht, gleiche Temperatur stattfinden, und 
es ist in einem solchen Körper die Temperatur von den Coordi- 
naten y und ^ unabhängig. 

Ist der Körper nach allen Seiten unendlich ausgedehnt, so 
haben wir keine Oberflächen -Bedingung. Die Function t* ist so 
zu bestimmen, dass 
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(2) w=/(ir) für^ = 0. 

Diese Aufgabe haben wir bereits in §. 42 gelöst. 

Wir wollen jetzt den Körper begrenzen und zunächst fest- 
setzen, dass er den halben unendlichen Raum nach der Seite der 
positiven x ausfülle. Es kommt dann für die Oberfläche (x = 0) 
noch eine Bedingung hinzu, durch welche die Temperatur der 
Oberfläche zu jeder Zeit gegeben ist, d. h. 

(3) u = <p (t) für X = 0. 

Bücksichtlich der Gleichung (2) ist zu bemerken, dass f(x) jetzt 
nur für positive x gegeben ist, denn nur für solche erhalten wir 
Punkte im Innern des Körpers. 

Diese Aufgabe ist schon ziemlich schwierig. Um ihre Lösung 
zu erleichtern zerlegen wir sie in zwei einfachere, indem wir 
u = Ui -]- Uq setzen. Die Function Ui soll dann der partiellen 
Differentialgleichung genügen und die Bedingungen erfüllen 

(2*) ui=f(x) für< = 0, 

(3*) Wi = ^ x = 0. 

Dagegen soll die Function U2 eine Lösung der partiellen Difl'e- 
rentialgleichung sein und den Bedingungen Genüge leisten 

(2**) U2 = fürf = 0, 

(3**) U2 = (p(t) ^ x = 0. 



§. 50. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben. 
Die Oberfläclie hat die Temperatur Null. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung genüge 

(^) dt = ^ W 

und die Nebenbedingungen erfülle 

(2) u=f{x) für* = 0, 

(3) • u = n x = 0. 

Als particuläre Lösungen der partiellen Differentialgleichung 
haben wir in §. 42 gefunden 
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ß— "**** . cosax^ 

Wir wählen die letzte, weil sie der Gleichung (3) genügt. 
Multipliciren wir mit der von x und t unabhängigen Function 
x(cc)da und integriren zwischen zwei vorläufig noch unbestimmten 
Grenzen bi und b^, so ist das Integral 

u ::= I ß-a*»** . sinax . x(<^)da 

^ eine Lösung der partiellen Diflferentialgleichung (1), welche die 
Bedingung (3) erfüllt. Für t = geht sie über in 

/ X(^) ^^'^ ccxda] 
es soll aber für t = 



\ 



u =f(x) = - / sinaxda 1 f{k)sinaldX 



sein. Wir haben also 

X{a) = --^Jf(k)sinccXdX, 


ft^ = 0, &2 = 00 



2U setzen. Dann ist 

00 

, — a* a* < 




f(l) sin ccx sinaXdlda 

die Lösung unserer Aufgabe. Die Integration nach oc lässt sich 
ausführen. Wir verwandeln das Product der Sinus in die Differenz 
von zwei Cosinus. Dadurch wird 



00 00 



* u = - ff(X)dk A-«****(^cosa(rr — A) — cosa(x-\'X)\du. 



Das innere Integral ist nach §. 18 Formel (35) zu behandeln. Wir 
erhalten 

und es is darin YtcI mit positivem Vorzeichen zu nehmen. 

Dieser Ausdruck lässt sich auf dem in §. 42 eingeschlagenen 
Wege verificiren. 
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§. 51. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null, 
die Temperatur der Oberfläche oonstant. 

Um die zweite Aufgabe des §. 49 (in Betreff der Function %) 
zu lösen, ist es zweckmässig, einen einfacheren Fall voraufzu- 
schicken. Wir wollen zunächst die in §. 49 (3**) auftretende Func- 
tion q) (t) constant = c nehmen. Aber auch diese Aufgabe soll 
noch durch Decomposition vereinfacht werden. 

I. Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung genüge 

und den Nebenbedingungen 

(2) u = c für^ = 0, 

(3) u = c ^ X = 0. 
Die Auflösung ist sehr einfach, nemlich 

(I) u = c. 

II. Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie die 
partielle Differentialgleichung (1) erfülle und an die Nebenbedin- 
gungen geknüpft sei 

(2*) u = — c für^ = 0, 

(3*) u = „ ^ = 0. 

Diese Aufgabe ist gelöst, wenn wir im vorigen Paragraphen speciell 
f{x):=i — c nehmen. Wir erhalten also 



2ay7itJ 



u= —^^ I aA. le '^' -e '''' 



} 



Das Integral lässt sich in zwei zerlegen. In dem ersten setzen wir 

X — X 



in dem zweiten 



2aVr 



^-ß. 



2ayt ^' 
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dann ergibt sich 



— X X 



2 aVT 2 aYT 

wofür man kürzer schreiben kann 



X 






2aYT 

oder, da unter dem Integral eine gerade Function e-^ steht: 



X 



2ayt 

(II) u = -^ fe-^'dß. 

III. Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung (1) genüge und die Bedingungen 
erfülle 

(2**) M = für f = 0, 

(3**) u = c „ a; = 0. 

Die Lösung setzt sich aus (I) und (II) zusammen. - Wir er- 
halten 

X 



U = C 






Dieser Ausdruck lässt isich noch zusammenziehen. Es ist 
nemlich nach §.17 Formel (33) 

00 

^ ferf^dß=\. 
VnJ 

Folglich haben wir 

(III) u = ^\fe-f^dß. 

k 

Das Integral / er^dß kommt in sehr vielen analytischen Unter- 
suchungen vor, wie bei der astronomischen Strahlenbrechung, in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, und deshalb hat man dafür besondere 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. ^ 



n 
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Tafeln berechnet*). Wenn wir also die ßexhnung hier ausführen 
wollen, so haben wir keine Schwierigkeit zu überwinden. 

Suchen wir nach dem Gesetze, welches bei der Temperatur- 
verbreitung stattfindet, während an der Oberfläche eine positiv 
genommene constante Temperatur c herrschen mag, so kommt in 
dem Integrale 



X 



f 



2aVT 

erf^dß 



die Zeit nur in der oberen Grenze vor. Wenn wir der Oberfläche 
des Körpers immer näher kommen, d. h. dem Werthe ^ = 0, so 
nähert sich das Integral dem Werthe und u dem Grenzwerthe c. 
Dasselbe findet statt, wenn t ins Unendliche wächst. 

Fragen wir aber, nach welchen Zeiten zwei Punkte in ver- 
schiedenen Tiefen dieselbe Temperatur haben mögen, so ist 



2 (lYt 2 aV t' 

re-^dß= fe-^dß 





zu setzen, d. h. 

*) Kramp. Analyse des r^fractions astronomiques et terrestres. Leip- 
sic et Paris, an YII. 4. Am Schlüsse befinden sich drei Tabellen: Tab. I. 

00 

enthält die Werthe des Integrals J" = /* e-ß*d/J, Tab. II. IgJ, Tab. III. 

k 
Ige^Jj und zwar von k = 0,00 bis Ä; = 3,00. 

Legendr e. Trait^ des fonctions elliptiques et des integrales fial^riennes. 

T. 2. Paris 1826. 4. page 520, 521. Table des valeurs de Tintegrale 

Z=iJdxU —y 2 ; la premiöre partie depuis ^ = U— j = 0,00 jusqu'^ t = 0,50 ; 

la seconde depuis x = 0,80 jusqu'ä x = 0,00. 

Encke. Astronomisches Jahrbuch für 1834. Berlin 1832. 8. Am Schluss 

t 
2 r 
Tafel I. -T^= / e-**dt von t = 0,00 bis t = 2,00. 

A 

Tafel II. ^71= f e-f^dt von - = 0,00 bis - = 3,00. 
Q = 0,4769360 ist die obere Grenze, wenn der Integralwerth 



sein soll. 



y^o 
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^ _ ^v 
T~T 

und darin spricht sich der Satz aus: die Zeiten der gleichen Tem- 
peratur verhalten sich wie die Quadrate der Tiefen. Also wenn 
ein Punkt noch einmal so tief liegt wie ein anderer, so wird er 
nach der vierfachen Zeit erst dieselbe Temperatur erlangen, welche 
dieser nach der einfachen Zeit erhält. 



§.52. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null, die Tem- 
peratur der Oberfläche als Function der Zeit gegeben. 

Gehen wir jetzt zu der allgemeinen Lösung der Aufgabe über: 
Die Function u so zu bestimmen, dass sie der partiellen Diflfe- 
rentialgleichung genüge 

(') It = «'S 

und den Bedingungen 

(2) M = für t = 0, 

(3) u = (p{t) j^ x = 0. 

Statt die Temperatur der Oberfläche stetig mit t sich ändern 
zu lassen, wollen wir zunächst annehmen, sie ändere sich sprung- 
weise nach Ablauf von kleinen Intervallen. Wir zerlegen das Inter- 
vall von bis tinn gleiche Theile, setzen — == -O- und bestimmen, 

dass an der Oberfläche (für a; = 0) 

w = 9 (0) sein soll für -O* ^ ^ > 



Fassen wir dfe Aufgabe so auf, so können wir sie wieder durch 
Decomposition vereinfachen. Wir setzen nemlich 

t* = Ml -|- «^2 -}" ^3 + • * • "f~ w« 
und stellen für Um die folgenden Forderungen auf: 

Die Function w,» soll der partiellen Difierentialgleichung (1) 
und der Bedingung (2) Genüge leisten. Für x =zO soll 
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Um = sein, wenn ^ < m — Id^ oder t ^ m 0^, dagegen 
Um = (p(m — 1 #), wenn md' ^ t ^m — Id^. 

Zur Lösung dieser Aufgabe müssen wir auf den vorigen §. zu- 
rückgehen. Wir definiren die Function x (^, 0? in welcher a: ^ Ö 
vorausgesetzt wird, durch die Bestimmung, dass 

sein soll für negative Werthe von t und für ^ = 0, dagegen 



00 
X 



2 a VT 

für positive Werthe von t. Alsdann genügt 



X(x,t — m — Id) 

der partiellen Differentialgleichung (1). Für.< = wird die zweite 
Variable == — (m — 1) 'S", also negativ und daher nach der Defini- 
tion die Function = 0. Sie erfüllt also auch die Bedingung (2). 
Nehmen wir aber a; = 0, so wird die Function 



= 0, wenn t ^m — !%•, 
= 1, „ ^>w — Id'. 

Ferner leistet die Function 

der partiellen Differentialgleichung (1) und der Bedingung (2) Ge- 
nüge. Für X = wird sie 

= 0, wenn t ^ m-^*, 
= 1, „ t '^ md'. 

Und hieraus findet sich, dass 

zu setzen ist. Nehmen wir der Reihe nach m = 1, 2, 3, ... w und 
summiren die einzelnen Resultate, so ist 



u =>]y (w — 1 ^) • ^5^^-^ ^ — ^^-^ ^ . ^ 

die Function, welche wir suchen. Sie genügt der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (1) und der Bedingung (2). Sie nimmt für rc = 
sprungweise andere Werthe an, sobald t das Intervall & durch- 
laufen hat. Sie ist dann nemlich 
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9(0) für '9'^^>0, 



= q)(m — ld^) „ m-O" ^ i >> m — l-O", 



Soll hieraus die Function werden, die wir zu Anfang dieses 
Paragraphen verlangt haben , so müssen wir Um n = co setzen. 
Dann ist wO* = A stetig variabel von bis t und d = d A. Also 
erhalten wir 

u =J. 9(A) ^^ g^ ^ dl. 



Hier ist noch der Differentialquotient 

^X{x,i — A) 

zu ermitteln. Da innerhalb der Integrationsgrenzen t — l positiv 
ist, so haben wir 



X 



folglich 

und, wenn wir dies einsetzen, ergibt sich als Lösung der zu An- 
fang dieses Paragraphen gestellten Aufgabe 

(I) « = -4^ fq>(X)e^^^Ht - ^r^dl. 

2ay%J 



Dasselbe Resultat kann man auch auf dem folgenden Wege 
erlangen. Es ist vorher der Ausdruck gefunden 

«i =^^, (p(m — 1 ^) |z (x^t — m — l^) — x(^^^ — *^^)( 

und darin sollte 0- unendlich klein genommen werden. Derselbe 
Ausdruck lässt sich aber auch schreiben 



u = 9(0);i:(ic,0 — 9(** — l'^)z(^5* ~ ^^) 
+S^(^'^— ^^){9^(*^^) "" 9>(w — l«-)! 



\ 
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oder da 

ist: 

n— 1 






Geht man hier zu den Grenzwerthen über 

limn = 00, limd^ = lim - = 0, 

n 

so erhält man 

t 

u = <p(0)x (^, t) -\-fx (^, t - A) ^IP d^, 



und dieser Ausdruck lässt sich durch Integration nach Theilen in 
den oben gefundenen umformen 

t 

u 



Um den Ausdruck (I) nachträglich zu verificiren, wollen wir 
eine neue Variable einführen, deren negatives Quadrat gleich dem 
Exponenten von e ist, also 

X 

Dadurch geht der Ausdruck (I) über in 



^f^^X)'-I^f^dL 



X 



2 

u 



2aYt 

Aus dieser Form geht hervor, dass 

für « = u = 

ist. Dagegen lässt sich das Zutreffen der partiellen Differential- 
gleichung am leichtesten nachweisen, wenn wir von dem Ausdruck 
ausgehen 



y W 3^ — -^^* 
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Durch Differentiation ergibt sich 

di-J '^W gp dX-[-cp(t)^^j-. 



Nun lässt sich aber durch Reihenentwicklung zeigen, dass 

e *^^ .t 2=0 für ^ = 0, 



also ist 



und deshalb 



dt "■^' 








Führt man die DiflFerentiation aus, so erhält man 

t Ä« 6 

du 

"^ 

' '"o 

Die zweimalige Differentiation nach x gibt 






dx^ 

und folglich ist 



^ /" /i\^i 4a2(«— A),. IN 2 f X^ 3) 1 



du ^^ d^u 

Die Function 

f, 05«. 



u 



2aV7tJ 



befriedigt also die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Be- 
dingungen (1), (2), (3). 



§. 53. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur und die Tempera- 
tur der Oberfläche sind gegeben. 

Wir nehmen jetzt die Aufgabe des §. 49 wieder auf, nemlich: 
Die Function u so zu bestimmen, das§ sie der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 



136 Vierter Abschn. Wärmebewegung in festen Körpern. 



(1) 



du _ ^ d^u 



genüge und den Nebenbedingungen 

(2) u=f(x) für^ = 0, 

(3) u = (p{t) w ^ = 0. 

Die Antwort auf diese Frage ergibt sich unmittelbar, indem 
man die Lösungen der §§. 50 und 52 addirt, also 



U = 



laSfn 






^aH 



o;« 



v««/ -r f^r \ 



w//«"(' 



-^x f q,{k)dk.e *««(«-A) (t — X) \ 



3 



§. Ö4. 



Fortsetzung. Anwendung auf die Temperatur der Erde. 



Wir wollen von den in den §§. 50 und 52 gewonnenen Resul- 
taten eine interessante Anwendung auf die Temperatur der Erde 
machen, indem wir annehmen, dass die Temperatur der Oberfläche, 
wie es bei der Erde der Fall ist, eine periodische Function der 
Zeit sei 

Eine solche periodische Function können wir nach Fourierin 
eine Reihe entwickeln, die nach Cosinus und Sinus der Vielfachen 

von — fortschreitet, nemlich 
9 

und dieser Ausdruck lässt sich noch weiter vereinfachen, wenn wir 
setzen 

Km = Qm COS A^ 
'w ^^^ Qm St-W Am . 

Dadurch wird 



9 (0 = 2 ^"^ ^^^ \~q'^ ^V' 
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Wir wollen zur Abkürzung — = a setzen und zunächst nur 

ein Glied der Reihe nehmen, also 

(p(t) = Q^cos(mat ■— A^). 
Die Aufgabe des §. 52 lautet dann: 
Welche Function u genügt der partiellen Differentialgleichung 

(^^ 87 = «' äi5 

und den Bedingungen 

(2) M = für « = 0, 

(3) u = QniCOs(mat — A^) für a; = 0. 
In §. 52 haben wir gefunden 



2 i 

Dies gibt also hier 



= il/K^-4^)^^''^^- 






oder 



2 a VT 



u= Ti= QmCOs(mat — Ifn) I e-^cos ^^2y2 ^y 



2a'V< 

+ y^ QmStnimat — Im) J er^sm ^-^ dy. 

aaVT 
Das Resultat besteht aus zwei Theilen. Jeder dieser beiden 
Theile enthält einen Factor, der in Beziehung auf die Zeit periodisch 
ist, und einen zweiten Factor, der von der Zeit abhängig aber nicht 
periodisch ist. Dieser zweite Factor, das Integral, nähert sich aber 
mit der zunehmenden Zeit einem Grenzwerthe, der von der Zeit 
unabhängig ist. Je längere Zeit also seit dem Anfangstermine 
verflossen ist, um so mehr nähert sich auch die Temperatur eines 
Punktes im Innern einem periodischen Zustande, und dieser soll 
jetzt einer nähern Betrachtung unterzogen werden. Wenn seit 
dem Anfangszustande, in welchem jeder Punkt des Körpers die 
Temperatur besass, eine unendlich grosse Zeit verflossen ist, so 
erhalten wir 



\ 
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t* = y= p«» cos (ma< — A«) / e-^ cos j^^ «^ 








Die Werthe der Integrale sind auf directem Wege nicht leicht 
zu berechnen. Wir können sie aber finden, wenn wir beachten^ 
dass u der partiellen Differentialgleichung (1) genügen muss. Wir 
setzen also zur Abkürzung 

2 /^ o m<x,x^ 
-7= / e-v* cos -7—^-1 



2 i^ o . max'^ 



er-y^sin . » „ dy = s 



V;rJ 4a2y2 



und haben dann 

M = 9^f r . cos(mce^ — A^) + s . sin(mat — A^)). 



= 9m (— warsm(mß^ — A^) -|- was cos (ma^ — A„»)j 



Daraus erhalten wir 

dt 

d^u /d^r , . . . . d^s 

dx^ 

Da nun die partielle Differentialgleichung (1) unabhängig von 
der Zeit erfüllt werden soll, so haben wir getrennt einander gleich 
zu setzen die Glieder, die in den Cosinus multiplicirt sind, und die 
Glieder, die in den Sinus multiplicirt sind. Dadurch ergibt sich 

«'5^2 = ^«^' 

d^s 
a^ j—^ = — mar. 
dx^ 

Wir setzen 

r = pe**-^ 
s = qef^"^ 

und erhalten für die Erfüllung der beiden letzten Differential- 
gleichungen die Bedingungen 

a^pii^ = maq, 
a^q^i^ z= — map. 
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In ihnen kommen drei unbekannte Grössen p, g, fi^ vor, von denen 
also jedenfalls eine willkürlich bleibt. Nun findet sich aus den 
beiden Bedingungsgleichungen durch Multiplication 

*** = - -^' 

und hieraus gehen für [i die vier Wurzelwerthe hervor: 



'-=W'¥{-^+v^y^=kW('+v^)- 



^ a\ 


/f(-i 


-V- 


■')• 


f*4 = 


--V 

a Y 


Man findet leicht 












ft=' = 


= /»f- 


: — 




•V-i, 



ma 



f*2 =>3 = + -^-V^. 
Aus der ersten der beiden Bedingungsgleichungen berechnen wir 

Folglich ist q = j) V— T, 

wei^n man (i^ oder ^3 in Rechnung bringt, und es ist 

q = -pV^, 
wenn (i^ oder ^i^ genommen wird. Die Grösse p bleibt willkürlich. 
Hiemach ergeben sich für u vier particuläre Lösungen, indem 
man in den Ausdrücken für r und s statt der bisher unbestimmten 
Grösse (i der Reihe nach fti, fi2i f*3» f*4 nimmt. Jedoch ist zu be- 
merken, dass die beiden Lösungen, in denen ftg und ft4 vorkommen, 
hier nicht zugelassen werden können, weil sonst mit unendlich 
wachsendem x auch u selbst unendlich gross würde, was der Natur 
der Aufgabe widerspricht. Die beiden anderen Lösungen dürfen 
wir, nachdem jede mit einer willkürlichen Constanten multiplicirt 
ist, addiren. Dadurch erhalten wir 

oder 



= «-T]^H(-«^-A.-fV^) 



u 

+ Isinhnat — A« — ^\/^)f 
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Daraus wird für a; = 

u = kcos(mcct — A,») -|- lsin(fnat — A^) 
und dies muss mit der Tut x = gegebenen Function 

ifniCOS(mat ■— km) 

äbereinstimmen. Um dies zu erreichen, hat man h = Qm^l = 
zu setzen. Für unsere Aufgabe ist demnach 



oder 
tt = ifme 



-£.V5i / j , x\/ma\ 
u = Qme aV 2 ,cos{mat — lm K"2"/ 

aK 2 {cos(mcct --' Xmjcos -y -^ 



-f- stn(mat — /m) sin -y -^ 




Vergleichen wir diesen Ausdruck für u mit dem früheren, so 
zeigt sich noch, dass 

2 Z' max^ -£V/5I ^ 

' 

2 p , max^ ., ~" ^V^ . x\ /mü 

l/jr j 4a2y2 ^ aY 2 



ist, ein Resultat, das auf directem Wege sich nicht so leicht ge- 
funden hätte. 

Gehen wir zu dem allgemeinen Falle über, dass 

(p({) = (>o -f- QiCOS(ttt — kl) -f- Q2C0S(20Ct — A2) -f- •••, 

so haben wir in der vorigen Lösung der Reihe nach iw r= 1, 2, 3 . . . 
zu setzen und die einzelnen Resultate zu addiren. Je längere Zeit 
seit dem Anfangszustande (u = 0) verflossen ist, um so mehr nähert 
sich die Temperatur einem periodischen Zustande, und wenn der 
Anfangszustand in unendlich femer Vergangenheit liegt, so ist 

w = Po + Qie'^YT cosyat — A^ — -V/^) 

+ Q2e~liVT cos(2at — Aj i/'V') 

•-^^ . • • 

X 1 / Witt / /jqA J vvi 0{\ 

+ pmC «r 2 cosf m«* — A^ k'9~)"I""* 

Da — = a gesetzt ist, so ist die Periode = 2 ^r. 
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Suchen wir jetzt die mittlere Temperatur für irgend einen 
Punkt, also das Integral 

udt^ 



/ 



dividirt durch 

t + ag 



fät, 



d. h. durch 2 g. Bei der Integration 1 udt liefern alle die Glieder 

von Uy welche Cosinus enthalten, den Sinus des betreffenden Argu- 
ments, und da für Werthe von f, die um 2 gf verschieden sind, die 
Sinus einander gleich sind, so geben alle diese Glieder zu dem In- 
tegral den Beitrag 0. D. h. es wird 

t + 29 

udt = 2gQQ, 



/' 



und daher ist die mittlere Temperatur einer jeden Periode con- 
stant = Qq, Dies ist aber zugleich auch die mittlere Temperatur 
der Oberfläche. 

Wir wollen jetzt noch für eine grosse Tiefe das Maximum und 
das Minimum der Temperatur suchen. Bei einem sehr tief gelegenen 
Punkte können wir uns auf die beiden ersten Glieder der Entwick- 
lung beschränken. Die Abscisse x kommt nemlich in den negativen 
Exponenten von e vor und es werden daher, wenn x sehr gross ist, 
die Glieder der Reihe sehr rasch abnehmen. Wir betrachten also 
die Function 

«* = ^0 + Qie"^VTcos(at — Aj — |\/|)- 

Wenn die Gonstante Qi positiv ist, so haben wir ein Maximum oder 
ein Minimum, je nachdem der Cosinus = -j- 1 oder = — 1 ist 
Ziehen wir diese äussersten Werthe der Function von einander ab, 
so ergibt sich die Grösse der Oscillation 

^ = 2pie"""a y ?. 

Die Grösse der Oscillation nimmt also ab mit wachsendem x. Sind 
^1 und ^3 die Grössen der Oscillation für zwei verschiedene Tiefen 
Xi und X2y so ergibt sich 

:sr = ^ « K 2. 
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Wir nehmen noch zwei andere Punkte x^ und x^ , bei denen 
die Grösse der Oscillation resp. ^^ und ^4 ist. Für 

x^ — iTa = a?2 — Xi 
findet sich 

^^ : 0*3 = ^2 : %'i^ 

i h. die Oscillationen nehmen in geometrischer Progression ab, 
wenn die Tiefen in arithmetischer Progression wachsen. 
Ein Maximum findet statt, wenn 

a^i — K — f \/f = 2Ä3r 
ist, und darauf folgt ein Minimum für 

Die Zwischenzeit von dem Maximum bis zu dem Minimum ist 

während die Zeit von einem Maximum zum nächsten, oder auch 
von einem Minimum zum nächsten 

= ^9 
ist. Wenn für zwei Tiefen Xi und x^ der Unterschied 

iPa — a?! = -T— 7= 



Vi 



ist, so findet gleichzeitig in dem einen Punkte ein Maximum, in 
dem andern ein Minimum statt. 



§.55. 

Fortsetzung. 

Die Untersuchung des vorigen Paragraphen bezieht sich auf 
den Fall, dass die Anfangstemperatur = ist. Soll dagegen für 
^ = die Temperatur u =/(ir) sein, so kommt nach §. 53 noch 
ein Glied 

CO (a;-A)g _ (a; + A)g 
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zu dem im vorigen Paragraphen entwickelten Ausdrucke für u 
hinzu. Da die Klammer stets positiv ist, so lässt sich dieses Glied 
auch schreiben 

2ayjttJ \ ) 



oder nach der in §. 51 (II) vorgenommenen Umformung 



X 



2aVT 



"■tJ^"'^- 



wenn M einen Mittelwerth der Function f(k) bezeichnet. Für 
wachsende t wird dieser Beitrag immer kleiner, für ^ = oo ist die 
obere Grenze der Integration = 0, also auch der Integralwerth = 0. 
Es kommt demnach die Anfangstemperatur um so weniger in Be- 
tracht, je grössere Zeit seit dem Anfangszustande verflossen ist. 

Diese Betrachtungen finden im allgemeinen auf die Erde ihre 
Anwendung, obgleich bei dieäer auch noch andere Umstände zu 
berücksichtigen sind. Die periodische Veränderlichkeit der Tem- 
peratur hört bei der Erde schon in sehr geringer Tiefe auf. Daher 
dürfen wir im Verhältniss zu dieser Tiefe den Radius der Erde als 
unendlich gross ansehen. Dann ist aber die Erde ein solcher 
Körper, wie wir ihn in den §§. 49 bis 53 vorausgesetzt haben. 



§. 56. 

Der Körper ist von zwei pajrallelen Ebenen begrenzt. 

Wir gehen zu einem Körper über, der von zwei parallelen 
Ebenen ^ = und x = c begrenzt wird. Die Temperatur soll 
nur von der ar-Coordinate abhängen, also in allen Punkten einer 
zur ;r-Axe rechtwinkligen Ebene dieselbe sein. 

Die Aufgabe lautet jetzt: 

Die Function u so zu bestimmen, dass sie die partielle Difl'e- 
rentialgleichung 

ri) £i? - a» ^ 

erfülle und die Nebenbedingungen 
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(2) u=f(x) fiir^ = 0, 

(3) u = ip(t) „ x = 0, 

(4) w = V (0 w ^ = ^• 

Wir lösen die Aufgabe durch Decomposition, indem wir setzen 

W = Mi -f U, -f t«3. 

tii, tig und tis sollen der partiellen Differentialgleichung (1) genügen. 
Die Nebenbedingungen stellen wir folgendermaassen: 

für ^ = Wi = f(x)^ M2 = 0, t^ = 0, 

„ 0? = Wj = 0, Wj = 9 (Q, W3 = 0, 

„ X = c Wi = 0, M3 = 0, M3 = 1^ (t). 

Die Functionen M3 und v^ sind nicht wesentlich von einander 
verschieden. Haben wir die Function u^ gefunden, so ist darin 
nur c — X statt x und i^(Q statt 9 (t) zu setzen, um % zu erlangen. 



§. 57. 

• 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben. 
Die Oberflächen haben die Temperatur Null. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 

genüge und die Bedingungen erfülle 

(2) u=f(x) für^ = 0, 

(3) u = ^ x = 0, 

(4) u = ^ X = c. 

Eine particuläre Lösung der partiellen Differentialgleichung 
(1) ist 

Dieselbe befriedigt zugleich die Bedingung (3). Damit auch 
die Gleichung (4) erfüllt werde , haben wir Xc = nn zu setzen. 
Multipliciren wir dann mit einer vorläufig noch unbestimmten Con- 
stanten fcn» setzen der Reihe nach n = 1, 2, 3, . . . und summiren, 
so erhalten wir die allgemeine Lösung 

u ="^1 hn e"""' (t) * sin — X. 



rt»l 
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Die Coefficienten müssen noch so bestimmt werden, dass die Be- 
dingung (2) erfüllt werde. Zu dem Ende entwickeln wir f{x) nach 
§. 32 in die unendliche Reihe 





Wir haben also die Lösung 



c 

ÄJn = - / fß)sin — XdL 



e 

00 



(I) u = -^S]e ^^KeJ^sin — x f fß)sin — kdX, 



n = l ö 



Die Reihe convergirt sehr rasch, weil mit wachsendem n die 
Exponentialgrösse rasch abnimmt. Mit zunehmender Zeit wird u 
immer kleiner und für ^ = oo haben wir w = 0. Dann ist also die 
Temperatur constant und übereinstimmend mit der Temperatur 
der Oberfläche. 



§.58. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null. 
Die Temperatur ist Null in der einen Oberfläche und 

constant in der andern. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 

Genüge leiste und den Bedingungen 

"(2) u = für f = 0, 

(3) w = „ a; = 0, 

(4) u = y ^ X = c. • 

Die Gleichungen (1), (3), (4) befriedigt die Function 

y 

u = - X, 

c 

Soll auch die Gleichung (2) erfüllt werden, so haben wir zu diesem 
Werthe von u noch einen Beitrag hinzuzufügen, der eine Lösung 

Biemann. Partielle Differentialgleichnngen. iQ 
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der partiellen Diflferentialgleichung (1) ist, für a; = und a? = c 

zu Null wird und fiir ^ = den Werth — - x annimmt. Dieser 

c 

Beitrag ergibt sich aus dem vorigen Paragraphen, wenn wir dort 
f(x) = — - X setzen. Dadurch erhalten wir 

c 

> e \c J stn — X I - Istn — IdL 

c -^-^ c j c c 

Es ist aber 



c 

Xsin — AdA = eosnn = ( — 1)*»+^ — 

c nn ^ ^ nn 

ö 



c 

/ 



Dadurch geht der vorige Ausdruck über in 

— ^>,-^^ —e \cj^sin — x^ 



% -^-^ n c 

nmml 



und wir erhalten als Lösung unserer Aufgabe 

(I) u = y}^-^-^-^^-^e KcJ stn—x 



c 

Dass diese Function u der partiellen Differentialgleichung (1) und 
den Bedingungen (3) und (4) genügt, erkennt man ohne weiteres. 
Für t = wird aber auch die Bedingung (2) erfüllt. Denn es ist 
nach §. 23 I. 

2 ^ C— IV" • WÄ X 

- > . -^^ — stn — x = , 

3r-^ n c c 

7t X 

wie man leicht sieht, wenn man dort — statt x schreibt. Diese 

c 

Entwicklung ist gültig für c >a?^ 0. Wir erhalten also für ^ == 



§. 59. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null. 

Die Temperatur ist Null in der einen Oberfläche und 

eine gegebene Function der Zeit in der andern. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 
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genüge und den Bedingungen 

(2) M = für t = 0, 

(3) M = „ ä; = 0, 

(4) u = ip(t) ^ X = c. 

Zur Lösung dieser Aufgabe schlagen wir den in §. 52 betre- 
tenen Weg ein. Dort kam es darauf an, den Fall einer veränder- 
lichen Temperatur der Oberfläche x = auf den Fall der con- 
stanten Temperatur zurückzuführen. Hier handelt es sich um 
dasselbe Problem für die Oberfläche x = c. Wir zerlegen also 

das Intervall von bis ^ in m gleiche Theile und setzen — = d*. 

Dann stellen wir für 

c^x^O 

eine Function %(ic,0 her, so dass 

X(x,t) = für ^<0, 
dagegen 



(x,t) = — |- -y]- — e \cj* stn — 



y(x,t) = — — >. ^ — e \c j' stn — X 

für t ^ 0. 

Es ist zu bemerken, dass diese Function an der Stelle ^ = 
keinen Sprung hat, wenn c >>- a: ^ ist. Denn alsdann hat 
XiX'it) für ^ = den Werth wie für negative t Ist aber x = c^ 
so macht die Function von dem Werthe 0, den sie für unendlich 
kleine negative t noch besitzt, einen Sprung auf 1, den Werth für 
^ = 0. 

Hiemach hat die Function 

u = i\>{m%)x{x^t — m%) 

+ 2^(^^^^)(«(^'* - r=n[^) - %{x,t - Ä^)) 

die folgenden Eigenschaften: 

Sie genügt der partiellen Differentialgleichung (1). Für ^ = 
hat sie im Innern des Körpers den Werth 0. Für a; = ist sie 
ebenfalls == 0. Für x =^ c ändert sie mit der zunehmenden Zeit 
sprungweise ihren Werth. Sie hat nemlich für a; = c den Werth 

10* 
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t(0) für '9'>^^0 



Lassen wir nun limm = oo werden, so ist ifcO' = A, -0^ = dA 
zu setzen, und wir erhalten 



(I) u = ipit)^ — — >. ^^ — sin — x\ 



n = l 

t 






Für ^ = hat diese Function u den Werth im Innern des 
Körpers und in der Oberfläche a; = 0, den Werth i/^(0) in der 
Oberfläche x = c, Sie ist zu jeder Zeit = für rr = 0, dagegen 
hat sie den Werth ^ (i) für x = c. Für innere Punkte genügt sie 
der partiellen Differentialgleichung (1). Um dies zu beweisen 
bringen wir den vorletzten Ausdruck von u in die Form 

Indem wir lim m = co werden lassen und Jcd' = k^d'==d^ 

schreiben, ergibt sich 

t 

Ol) u = i> (0) X (X, t) +fx (*, t - A) ^11^ dL 



Führt man hier die Integration nach Theilen aus, so kommt 
man auf den Ausdruck (I). Daher dürfen wir den einen durch den 
andern ersetzen. Aus (II) erhalten wir aber 



+ ;k(^.o)^'(0 
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Aus :^-r fällt für c >> a? > 0, d. h. für innere Punkte, der Bei- 

c t 

trag X (^? 0) ^' (t) heraus , denn x (^? 0) ist für solche Punkte = 0. 
Da wir nun im vorigen Paragraphen bewiesen haben, dass 

dt ~ dx^ 

ist, so ergibt sich auch hier 

du _ ^d^u 

Da wir nur das Innere des Körpers betrachten, so körinen 
wir in (I) den ersten Theil weglassen, weil darin der Factor von 
^ (t) den Werth hat für c > ^ ^ 0. 

Als Beispiel wollen wir den Fall behandeln, dass ilf(t) eine 
periodische Function der Zeit ist, also 

jp (t) = cos (ut — v). 

Dann erhalten wir aus (I) 



= — —^(^ly-ifistn — xl e \cJ^' ''^cos(al — v)dL 



00 

u = 



Wir führen eine neue Variable ein, indem wir t — A = ^ setzen. 
Für einen innern Punkt ist dann 



* 



u 



= — ^^(~ \p ^nsm — X I e \c J'^cos(at — v — aQ)aQ 

tl=l n 



oder, wenn wir den Cosinuo auflösen: 



u = — ^— >;(— l)*»-*nsm — xcos(at — v) 1 e ^ \ c )^ cösagdQ 
-j ^— >/ — ly—^nstn — xsin{(x,t — v) je \ c J'^stnocQdQ 

Lässt man hier t ins Unendliche wachsen, verlegt also den 
Anfangszüstand in eine unendlich ferne Vergangenheit von dem 
betrachteten Zeitmoment aus, so erhalten die Integrale 
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* 



e KcJ'^cosaQdQ 






e 



Werthe, die von der Zeit unabhängig sind. Diese Integrale treten 
aber als GoefQcienten auf in Gliedern, welche periodische Functionen 
der Zeit sind. Also wird auch die Temperatur eines innern Punktes 
mit der zunehmenden Zeit sich einer periodischen Function der 
Zeit immer mehr annähern. 



§. 60. 

Portsetzung. Vertaußohung der Oberflächen. 
Allgemeinste Form der Aufgabe. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 

,,v du . d^u 

genüge und den Bedingungen 

(2) w = für t = 0, 

(3) u = q>(t) „ ^ = 0, 

(4) M = „ a; = c. 

Die Lösung ergibt sich unmittelbar aus der des vorigen Para- 
graphen, indem man c — x statt x und (p (t) statt i^ (t) setzt. Wir 
erhalten für c ^ a; ^ : 

(I) « = ,p(«)[__ _ -^-.szn—x\ 



n=l 

t 






Addirt man die Lösungen der §§. 57, 59, 60, so erhält man 
die Function, welche den Bedingungen (1), (2), (3), (4) des §. 56 
Genüge leistet. 
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§.61. 

Die Temperatur der Kugel abhängig von der Zeit und 

vom Radiusvector. 

Wir wollen zu einem nach allen Seiten hin begrenzten Körper 
übergehen, zunächst zu einer Kugel, in deren Mittelpunkt wir den 
Anfangspunkt der Goordinaten legen. Dann haben wir alle drei 
Coordinaten zu berücksichtigen und mithin lautet die partielle 
Differentialgleichung- 

Zuerst soll vorausgesetzt werden, dass die Temperatur in allen 
Punkten, die vom Mittelpunkte gleich weit abstehen, dieselbe sei. 
Dann hängt u ausser von t nur von dem Radiusvector r ab, welcher 
mit x^ y^ 8 m dem Zusammenhange steht 

r3 = a;2 _|- y2 -|- g^^ 

Die Lösung wird also die Form haben 

und es ist deshalb zweckmässig, die nach r genommenen Differen- 
tialquotienten statt der nach a?, y, z genommenen einzuführen. 
Es ist nun 

du du dr 

^_s-JL ^~~" ___— _^^^ 

dx dr dx^ 
d^u d^u /drV , du d^r 



_ ö^u/dry . 
~ dr^KdxJ "■ 



dx^ 8r2 \dxj ' dr dx^ 
Folglich haben wir 

d^u , 82^ , d^u 

ö^ ' 8 2/2 + g ^2 

~ dr^ [\dx) '^\dy) "• \8 J ) '^ dr\d x^'^ dy^^ dz^\ 

Aus der Gleichung r^ = x^ -}- y^ -{- z*^ ergibt sich 

dr 
ox 



82 r 

r — 

8a;2 



+ a' = ■• 
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Bildet man die entsprechenden Differentialquotienten nach y und 
nach jg, 80 erhält man 

m+ o'+ a'= '• 

und femer 



r 
d.h. 












Durch Substitution dieser Werthe geht die partielle Differen- 
tialgleichung (l) über in 

^^ dt \dr^^ rdrj 

Wir haben also eine partielle Differentialgleichung erlangt, in 

welcher die Goefficienten nicht mehr constaut sind, und diese 

Gleichung scheint demnach mehr Schwierigkeiten zu machen als 

die frühere mit constanten Coefficienten. Wir können jedoch 

durch Einführung einer neuen Variablen die Gleichung (2) auf die 

frühere Form zurückführen. Wir haben nur zu beachten, dass r. 

dr 
von t unabhängig, also — = ist Dann haben wir 

T 

d(ru) du , / 8*« , „ du\ 

Die letzte Klammer ist aber 

Folglich erhalten wir statt der partiellen Differentialgleichung (2) 

jetzt 

d(ru)_ dHru) 

und diese stimmt mit der früher behandelten in der Form voll- 
ständig überein, nur dass r an die Stelle von x getreten ist, und 
die Function, welche der Gleichung (3) genügt, nicht mehr w, son- 
dern ru ist. 
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§. 62. 

Fortsetzung. Anfangstemperatur und Temperatur der 

Oberfläche gegeben. 

Wir können hier im allgemeinen zwei Nebenbedingungen 
stellen, indem wir fiir einen Anfangstermin die Temperatur jedes 
Punktes im Innern der Kugel geben und für jeden Zeitmoment 
die Temperatur der Oberfläche. Es soll dann die Function u so 
bestimmt werden, dass sie der partiellen Differentialgleichung 

d{ru) _ d^{ru) 
^^ dt ~ dr^ 

genüge und den Nebenbedingungen 

(2) u = F(r) für^=0, 

(3) u = ilf(t) >9 ^ = c. 

Wir wollen ru = v setzen. Dann lauten die Bedingungen, 
an welche v geknüpft ist 

^^^ 8^ —'* 8r2' 

(2) v = rF(r) für f = 0, 

(3) V = cip(t) ^ r = c. 

Diese Aufgabe stimmt im wesentlichen überein mit einer 
schon früher gelösten. Ein Umstand ist jedoch nicht ausser Acht 
zu lassen. Wir haben hier zwei Grenz werthe, zwischen denen r 
zu nehmen ist, nemlich r = und r = c, gerade wie wir in den 
§§. 56 bis 60 zwei Grenzwerthe von x hatten. Dort kamen aber 
zu der partiellen Differentialgleichung drei Nebenbedingungen 
hinzu, während wir hier bis jetzt nur zwei haben. Es fehlt uns noch 
eine Bedingung für r == 0. Diese ist aber wirklich vorhanden. 
Denn es ist ru = v gesetzt, und es muss demnach 

(4) ^ = für r = 

sein. 

Die Lösung dieser Aufgabe ist in den §§. 57 und 59 bereits 
enthalten. Man braucht dort nur r statt x und ru statt u zu 
schreiben. Dann sind die Lösungen der §§. 57 und 59 durch 
Superposition zu verbinden. 
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Für eine Hohlkugel, die von zwei concentrischen Kugelflächen 
vom Radius c und resp. e begrenzt ist (c > e >> 0), kommen wir 
ebenfalls auf die partielle Differentialgleichung (1), wenn wir fest- 
setzen, dass die Temperatur nur von r abhängen soll. Die Neben- 
bedingungen lauten dann 

(2) ru = r F(r) für t = 0, 

(3) ru =: ctt}(t) ^ r = c, 

(4) ru = e(p{t) j? ^ = e* 

Diese Aufgabe lässt sich leicht auf die Aufgabe des §. 56 
zurückführen. 



§. 63. 

Fortsetzung. Die Kugel in einem diathermanen Medium. 

Wir betrachten wieder eine volle Kugel, in welcher die Tem- 
peratur nur von t und r abhängig ist. Wir setzen voraus, dass sie 
allmählich erkalte, indem sie sich in einem leeren Räume oder in 
einem Gase befindet, an welches der Körper regelmässig eine 
Wärmemenge abgeben möge, die der Temperaturdifferenz propor- 
tional sei. Dann muss man wieder eine constante Grösse kennen, 
welche den Wärmeaustausch in der Zeiteinheit angibt, und welche 
abhängt von der Natur des Körpers, von der Beschaffenheit seiner 
Oberfläche und von der Natur des äussern Mediums. Setzen wir 
die Wärmemenge, welche aus der Einheit der Oberfläche in der 
Zeiteinheit in das äussere Medium übertragen würde, wenn die 
Temperatur des Körpers und des Mediums um P sich unterschie- 
den, also die äussere Leitungsfähigkeit = IT, so können 
wir hieraus die Wärmemenge berechnen, welche durch die Ober- 
fläche des Körpers in das äussere Mittel übergeht. Ein Elemen- 
tarstück der Oberfläche sei o und die Temperatur des Körpers 
sei w, die des Mediums ?7, dann geht in der Zeit dt die Wärme- 
menge 

H{U'-U)(odt 

durch jenes Element hindurch. Die Temperatur an der Oberfläche 
des Körpers ist also jetzt weder constant, noch von der Zeit allein 
abhängig, sondern mit der Temperatur des Körpers selbst verän- 
derlich. 
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Wir haben früher den Wärmefluss im Innern des Körpers in 
der Richtung der a:-Axe betrachtet, auf die Einheit der Zeit und 
die Einheit der Fläche bezogen, und haben gefunden, dass er 

ox 

ist. Dies lässt sich verallgemeinern, indem wir den Wärmefluss 
in irgend einer Richtung nehmen. 

Der Wärmefluss rechtwinklig gegen irgend ein Flächen- 
element ist die Wärmemenge, welche in der Zeit dt durch dieses 
Flächenelement hindurchgeht, dividirt durch den Inhalt des 
Flächenelementes und dividirt durch dt. Danach ist 

- A — 

dr 

der Wärmefluss in der Richtung des Radius r. Wir nehmen r 
kleiner als den Radius der Kugel und fragen nach der Wärme- 
menge, welche in der Zeit dt durch die Kugeloberfläche vom Ra- 
dius r in der Richtung der wachsenden r hindurchgeht. Diese ist 

— 4r2:n:fc tt- dt, 

er 

Sie tritt in der Zeit d t aus der inneren Kugel vom Radius r in die 

Kugelschale von den Radien r und c. Zu gleicher Zeit tritt aber 

aus dieser Kugelschale durch die Oberfläche vom Radius c die 

Wärmemenge 

4:C^nH{Uc — TJ)dt 

in das äussere Medium , wenn mit Uc die Temperatur in der Ent- 
fernung c vom Mittelpunkte bezeichnet wird. Folglich beträgt der 
Wärmezuwachs, welchen die Kugelschale von den Radien c und r 
in der Zeit dt erleidet 



— 4:%dt 



(fcr«|^ + ficH«,-t7)) 



Diese Wärmemenge ist um so geringer, je kleiner wir die 
Differenz c — r nehmen. Sie ist = 0, wenn c — r = wird. 
Denn alsdann wird der körperliche Inhalt der Kugelschale selbst 
= und folglich auch die Wärmemenge = 0, welche in diesen 
Körper vom Inhalte eintritt. Wir dürfen zwar nicht unmittelbar 
c — r = setzen, weil wir bei Herstellung des Ausdruckes für 
den Wärmefluss in der Richtung r voraussetzen, dass c — r > 
sei. Aber wir können die positive Differenz c — r = ä beliebig 
klein machen. Der vorige Ausdruck für den Wärmezuwachs gibt 



156 Vierter Abschn. Wärmebewegung in festen Körpern. 

• 

uns nun die Temperaturzunahme, die in der Zeit dt eintritt, indem 
wir durch den Inhalt der Kugelschale, durch die Dichtigkeit q 
und durch die specifische Wärme C dividiren. Die Temperatur- 
zunahme ist danach 






dt 



dt 



Der Factor von dt muss aber endlich bleiben, wie klein man auch 
d nehme, weil u sonst unstetig würde. D. h. es muss der Zähler 
mit d unendlich klein werden und zwar in derselben Ordnung 
unendlich klein wie d. Dieser Zähler ist 

Mit ihm zugleich wird auch 

von derselben Ordnung unendlich klein wie ö. Schreiben wir also 

80 haben wir gegen die endlichen Grössen links nur eine unend-' 
lieh kleine Grösse von derselben Ordnung wie ö vernachlässigt. 
Dasselbe Resultat hätten wir erlangt, wenn wir direct r = c ge- 
setzt hätten. Ueber die Zulässigkeit dieser Substitution ist viel 
gestritten worden. Unsere Darstellung beweist die Zulässigkeit 
und gibt zugleich an, in welchem Sinne die letzte Gleichung zu 
verstehen ist. 

TT 

Der Einfachheit wegen soll U = gesetzt und -r;- mit dem 

einfachen Buchstaben h bezeichnet werden. Die letzte Gleichung 
geht dadurch über in 

1^) + ». = 0. 

Führen wir noch v = ru ein, so erhalten wir 

t: h(Ä ]v = fürr = c 

8r ' \ cj 

als Bedingung für die Oberfläche der Kugel. 



(I 
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§. 64. 
Portsetzung. Lösung der Aufgabe. • 

Aufgabe. Die Function v so zu bestimmen, dass sie für 
c >> r ^ der partiellen Differentialgleichung genüge 

und die Nebenbedingungen erfülle 

(2) . V = rF(r) für ^ = 0, 

(4) V = „. r = 0. 

Wir gehen wieder von particulären. Lösungen aus, nemlich 
von den Lösungen 

Der Bedingung (4) genügt nur die letztere. Wir haben also in 

der Gleichung 

V = e~^*^** sin X r 

eine particuläre Lösung von (1), welche die Bedingung (4) befrie- 
digt. Soll auch die Gleichung (3) erfüllt sein, so haben wir für 
r = c 

^-a^\u }xcosX,r -\- (h \sinkr 

zu setzen, oder 

ck cos ck -\- (hc — 1) sin ck = 0. 

Bezeichnen wir mit Ai, A2, ... A„ ... die Wurzeln dieser trans- 
scendenten Gleichung, so ist 



= 



00 



^ =^j &»»e-«*^S sin Kr 

die allgemeine Lösung von (1), welche zugleich die Bedingungen (3) 
und (4) erfüllt. Die Coefficienten 6« sind dann noch so zu bestim- 
men, dass die Gleichung (2) befriedigt werde. 
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§.65. 

Fortsetzung. Die transscendente Gleichung: 

g) cos q) -\- p sin <p = 0, 

Zunächst kommt also alles auf die transscendente Gleichung 

ke cos kc -\- (ch — l)sinXc = 

an. Wir schreiben zur Abkürzung Ac = 9, cä — 1 = p und 

<pcoS(p -\- p sin q) = O, 

Dann lautet die zu untersuchende Gleichung 

^ = 0. 

Zu jeder reellen positiven Wurzel gehört eine negative von 
gleichem Zahlwerth. Wir können uns aber auf die Ermittlung der 
positiven Wurzeln beschränken, da die beiden Glieder 

Ke-^'^l^sinKr und 6;'e~«'^J« sm(— A„r) 
sich in eins zusammenfassen lassen, wenn wir 

V, - K = bn 
setzen. Daher haben wir in dem Ausdrucke für v im vorigen 
Paragraphen unter Aj ? k^ • • • die positiven Wurzeln der transscen- 
denten Gleichung zu verstehen. Die Wurzel q) = kann von der 
Betrachtung ausgeschlossen werden, weil dadurch A = und also 
auch sin kr = wird. 

Bei der Discussion der transscendenten Gleichung sind drei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem p positiv, = oder negativ ist. 

Erstens. Es sei p >> 0. Da wir nur positive Werthe von A 
suchen und c wesentlich positiv ist, so brauchen wir nur positive 
Werthe von q) zu berücksichtigen. Soll der Gleichung 

q) cosq) -\- p sin 9 = 

Genüge geleistet werden, so müssen -cos q) und sin q) entgegen- 
gesetzte Zeichen haben. D. h. q) muss im zweiten, vierten, sechsten 
Quadranten u. s. f. liegen. In jedem solchen Quadranten existirt 
aber wenigstens ein Werth von 9, welcher die Gleichung erfüllt. 
Denn es ist 

für 9? = (2 w + 1) I = (— l)n . p^ 

„ (p z= (n -^ l)7t = (— l)n + l . (^ _|_ 1) jp. 
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Die Function * hat also zu Anfang und zu Ende des betreffenden 
Quadranten entgegengesetzte Zeichen. Sie muss demnach , da sie 
stetig verläuft, mindestens einmal in dem Quadranten den Werth 
annehmen. Dass sie aber in jedem der betreffenden Quadranten 
nur einmal = wird, erkennt man an ihrem Differentialquotienten 



d(p 



= (l -{- p)cos(p — q) sin (p. 



n 



Wenn nemlich (p von (2 w -|- 1) - bis (n -|- 1) jw: stetig zunimmt, so 

ändert der eben betrachtete Differentialquotient sein Vorzeichen nicht. 
Dasselbe ist vielmehr in diesem ganzen Quadranten = (— 1)** + ^ 
Je nachdem also n ungerade oder gerade ist, nimmt die Function 
Q> in dem betreffenden Quadranten fortwährend zu oder ab. Sie 
kann deshalb in dem einen Quadranten den Werth nur einmal 
annehmen. Betrachtet man ^> als Abscisse, ^ als Ordinate einer 
Curve (Fig. 18), so geht diese durch den Anfangspunkt der Coor- 

Fig. 18. 
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dinaten (q) = 0). Sie liegt abwechselnd oberhalb und unterhalb 
der Abscissenaxe, wenn 9 den ersten, dritten, fünften Quadran- 
ten u. s. f. durchläuft, und schneidet dieselbe je einmal im zweiten, 
vierten, sechsten Quadranten u. s. f. Unter dem wten Quadranten 

verstehen wir dabei das Intervall von qp = (n — 1) - bis g? = w ■^• 

Zweitens. Es sei 2> = 0. Dann lautet die Gleichung 

qp cos 9 = 0, 

7t 

und ihre positiven Wurzeln sind 9 = (2 n — 1) - für w = 1, 2, 3 . . . 

Drittens. Es sei jp <; 0. Wir setzen |) = — g und ver- 
stehen unter ^ eine positive Grösse. Der Verlauf der Function 

O = cos 9 (9 — q^tg 9) 

soll wieder graphisch dargestellt werden durch eine Curve, deren 
Coordinaten 9? und <!> sind. Zunächst sieht man, dass ^ nicht = 
werden kann, wenn igq> negativ ist, d. h. wenn tp im zweiten, vier- 
ten Quadranten u. s. f. liegt. Denn es ist dann 9 — gigff vbl dem 
ganzen Quadranten positiv. Das Vorzeichen von Q> stimmt also 
überein mit dem Vorzeichen von cos 9, es ist negativ im zweiten, 
sechsten, zehnten Quadranten u. s. f., positiv im vierten, achten, 
zwölften Quadranten u. s. f. Für den dritten, fünften Quadran- 
ten u. s. f. hat zu Anfang und zu Ende Werthe mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. Es ist nemlich 

für g? = w;r ^ = (— xynii 

, <p = (2n+l)| = (--l)--^3 

und dies gilt für l^ = 1, 2, 3 • , . Im dritten, fünften Quadran- 
ten u. s. f. muss also die Curve mindestens einmal die Abscissenaxe 
schneiden. Im ersten Quadranten ist ^ = für 9 = und (^ = — g 

für 9=:-- Ob die Curve ausserdem im ersten Quadranten die Ab- 

scissenaxe noch schneidet und ob sie in irgend einem der übrigen 
Quadranten von ungerader Ordnung mehr als einmal durch die 
Abscissenaxe geht, bedarf der besondem Untersuchung. Dabei 
kommt der Differentialquotient 

j(l _ g) _ g, ^^ qp j 



cos q) 



d<p 
in Betracht, und es ist zu unterscheiden, ob g ^ 1 oder ob g <C 1 ist. 
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Für 3^1 wird im ersten, dritten, fünften . . . Quadranten 
die Klammergrösse 1(1 ■— g) — 9^5^ yl nicht positiv. Sie ist für 

g >«► 1 in den betreffenden Quadranten durchweg negativ. Für g = 1 
ist sie = für den Anfang des Quadranten, übrigens aber auch 

negativ. Das Vorzeichen von -1— und das Vorzeichen von cos <p 

sind also entgegengesetzt und zwar ist -r— negativ im ersten, fünf- 
ten, neunten Quadranten u. s. f., positiv im dritten, siebenten Qua- 
dranten u. s. f. Die Curve verläuft also im ersten Quadranten 
ganz unterhalb der Abscissenaxe, ohne siß ausser dem Punkte 
(p = noch weiter zu schneiden, und in den übrigen Quadranten 
ungerader Ordnung geht sie nur einmal durch die Abscissenaxe 
hindurch (Fig. 19). Für g > 1 liegen die Maxima und Minima 
von O in den Quadranten gerader Ordnung , für g = 1 am Ende 

dieser Quadranten. 

Fig. 19. 




Biemann. Partielle Differentialgleichuiigen. 



11 
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Für g < 1 ist dagegen in den Quadranten ungerader Ordnung 

(1 — g) — (ptg(p 
anfänglich positiv, dann an einer Stelle = und hierauf negativ. 

Ebenso wird es also mit dem Vorzeichen von -r: — im ersten , fünften, 

d q) 

neunten Quadranten sein, während im dritten, siebenten, giften 

Quadranten u. s. f. -5 — zuerst negativ, dann an einer Stelle = 

a (p 

und hierauf fortwährend positiv ist. Die Curve verläuft also im 

ersten Quadranten von der Abscissenaxe aus anfänglich oberhalb 

derselben, erreicht ein Maximum, kehrt dann um und geht ausser 

für 9 = noch an einer Stelle zwischen und - durch die Ab- 

scissenaxe hindurch. In den übrigen Quadranten ungerader Ord- 
nung entfernt sich die Curve anfänglich von der Abscissenaxe, 
nach Erreichung des entferntesten Punktes nähert sie sich ihr 
wieder und schneidet sie in jedem der betreflenden Quadranten 
ein einziges Mal (Fig. 20). 

Fig. 20. 
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Fassen wir das Resultat der Untersuchung zusammen, so zeigt 
sich, dass die transscendente Gleichung ' 

q>cosq> -\- ]ß sin 9? = 
unendlich viele positive Wurzeln besitzt. Diese positiven Wurzeln 

sind die ungeraden Vielfachen von 75 , wenn jp = ist. Sie liefen 

in den Quadranten gerader Ordnung, in jedem eine, wenn p positiv 
ist. Es liegt je eine in den Quadranten ungerader Ordnung, wenn 
p negativ und sein Zahlwerth kleiner als 1 ist. Es liegt je eine in 
den Quadranten ungerader Ordnung, mit Ausnahme des ersten, 
wenn p negativ und sein Zahlwerth nicht kleiner als 1 ist. Uebri- 
gens sind die Wurzeln der Gleichung ziemlich leicht zu berechnen. 
Man vergleiche hierüber Euler, introductio in analysin infinitorum. 
Tomus IL Cap. XXII. Problema IX, wo die Aufgabe für ^ = — 1 
gelöst ist. 

§. 66. 

Fortsetzung. Bestimmung der constanten Coefficienten 

der Lösung. 

Die unendlich vielen positiven Wurzeln der transscendenten 
Gleichung 

kccoslc -f- (hc—- 1) sinke = 

bezeichnen wir der Reihe nach mit A^ , Ag , . . . A„ . . . und setzen sie 
ein in die unendliche Reihe 



00 



(1) V = ^bne- «*^**sm A« r. 

n = l 

Dann genügt die Function v^ wie in §. 64 nachgewiesen, für 
c >- r ^ der partiellen DiflFerentialgleichung 

und ausserdem den Bedingungen 

(4) v = 

Soll auch die Bedingung 

(2) v = rF(r) 

11* 



für 


r 




c, 


V 


r 




0. 


?> 


t 
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befriedigt werden, so sind die Coefficienten 61, 62, 63, ... fen ••• so 
zu bestimmen, dass 



00 



r F(r) = ]2 bn sin A„ r 

ist. Dies ist eine Entwicklung, ganz analog der Reihe von Fourier. 
Wir schlagen also zur Bestimmung der Coefficienten denselben 
Weg ein wie bei Fourier's Reihe. Wir multipliciren beide Seiten 
der vorigen Gleichung mit sinXni'i''är und integriren zwischen den 
Grenzen und c. Ist m ^ n, so hat man 

sinX^rsmlnT = — ^^-^ ^ — ^ ^-2i-J — =^^ 

folglich 

c 

CsmH rsinl rdr — «^w(A„- A„)c sin(X„-^K)c 

_ A„ |s in {Ki —K)c — sin (X„ -\-K)cj 

A„ Isin (X„ — An) c -|- sin (A„ + ^) <'} 



oder 



"^ 2(A«-A^) 

e 

I sinAfnrsinln'i^dr 

— ktnCOsX^csinlnC -|- Ksin^mCCOsKc 

Der Nenner ist von verschieden, weil A^ und A» verschiedene 

positive Wurzeln der Gleichung 

Xccoskc -j- (hc — l)sinlc = 

sind. Wir können aber nachweisen, dass der Zähler = ist. Es 

ist nemlich 

XfnCCOSkmC = — (Äc— l)smA„jC 
und 

■— (ÄC— l)sinknC =^ KcCOSXnC. 

Daraus folgt durch Multiplication 

— IfnCOSX^CSinXnC -f- InSinXtnCCOSXnC = 0. 

Demnach ist 



c 



sin Xfnrsinlnrdr = für w ^ w. 
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Nehmen wir dagegen w = m, so erhalten wir 

(smlmry = ^ , 

und daher 



c 

/ • 1 \9^^ 1 sin2X„,c 

(stnXmryar = -c — 



y ^" ™'" ^' ~~ 2^ 4A« 





Das Resultat der vorgenommenen Integration beschränkt sich 
also auf der rechten Seite auf ein Glied. Wir erhalten 



c 

xT/ N . 1 j 2knC — sin,2 XtnC j^ 
rF(r)stnlfnrdr = — b^ 

oder 



c 



6m = Ol' . *"ü»..oi ^ frF(r)sinkn.rdr. 



4A, 
2XmC — sm2 A^c 





Den Factor vor dem Integral können wir noch etwas umformen. 
Es ist nemlich 

XccosXc -{- psinXc = 0. 

Multipliciren wir mit 2 cos A c, so ergibt sich 

2kccosXccoslc = — psin2kc. 

Andererseits erhalten wir, indem wir beide Seiten der Gleichung 

kccosXc ^= — p sinke 
quadriren: 

(k^c^ +jp') cos Xccoskc = jp2, 
folglich 

2kccosAccoskc = .c, c, f ^ 

und wenn wir dies in den vorher gefundenen Ausdruck für — p sin 2kc 

einsetzen: 

. ^ . 2kcp 

A«c2-f-2>^ 
Danach wird 

4A _ 2 A8c2 4-(fec--l)2 

2Ac — sin2kc ~ c kH^ + hc(hc — l)' 

Hier können wir für A irgend eine Wurzel unserer transscenden- 
ten Gleichung, also auch A^, einsetzen. Dadurch erhalten wir den 
Factor des Integrals in dem Ausdrucke für bm* Dieser Ausdruck 
lässt sich also auch schreiben 
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Geben wir den Coefficienten in der Reihe (I) die Werthe, welche 
in der Gleichung (II) ausgedrückt sind, so genügt die Function v 
den sämmtlichen Bedingungen. 

Es bliebe nun, streng genommen, noch die Convergenz der 
Reihe (I) zu prüfen. Diese Untersuchung ist aber sehr subtil und 
soll deshalb hier weggelassen werden. 



§. 67. 

Fortsetzung. Die transscendente Ole.ichung hat nur 

reelle Wurzeln. 

Wir haben bis jetzt nur die reellen Wurzeln der Gleichung 

Xccoskc -f- (hc— l)sinlc = 

berücksichtigt. Daher entsteht die Frage, ob nicht auch imaginäre 
Wurzeln vorhanden sind. Wäre 

eine complexe Wurzel der Gleichung, so müsste auch 

A' = a — /J V^^ 
eine Wurzel sein, und es wäre dann 

sinlW=R — SV^^^, 
Wir haben aber schon bewiesen, dass 



c 



/ sinXrsinl'rdr = 



ist, wenn kl — A'A' nicht den Werth hat. Es müsste also 



c 





sein, d. h. 

c 
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was unmöglich ist. Es können also complexe Wurzeln nicht vor- 
handen sein. Der Beweis passt nicht mehr, wenn a :=: 0, d. h 

ist, denn in diesem Falle haben wir A^ — A'2 = o. Nehmen wir 
aber die transscendente Gleichung in der Form 

(pcostp + JP sin (p = 

und entwickeln den Cosinus und den Sinus in Reihen, so lautet 
die Gleichung 

= (^+l),p - (^i)<p3 + (£±1)^. _ + ... 

oder 

o = hc(p - g[ > ä + öT"^^ ~ + ■■• 

Wird hier q) rein imaginär = ^ V — 1 gesetzt, so muss ^ der 
Gleichung genügen 

Dies ist aber unmöglich, da die Klammergrösse positiv ist. 
Die transscendente Gleichung 

Xccoslc -f- (hc — \)8inlc = 
hat also nur reelle Wurzeln. 



§. 68. 

Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr klein. 

Die Aufgabe, mit der wir uns in den vorigen Paragraphen 
beschäftigt haben, lautet so: 

Eine Kugel vom Radius c befindet sich in einem diathermanen 
Mittel. Die äussere Leitungsfahigkeit ist = H und die Temperatur 
des Mittels constant = 0. Die Temperatur zur Zeit f = ist für 
jeden Punkt im Innern der Kugel gegeben. Sie ist dieselbe für 
alle Punkte, die vom Mittelpunkte der Kugel gleichen Abstand 
haben. Wir bezeichnen sie mit JP(r). Dann ist die Temperatur 
zur Zeit t eine Function von r uiid ^, und zwar haben wir gefunden 
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2^ A»c»4-(Äc— l)ä er-'^'-l* sin Xnr r j,, s . , , 
« = 7^ lU^:^hc(hc-l) r / rF(r)smKrdr, 

wenn man mit Ai , Aj , . . . A« . . . die positiven Wurzeln der trans- 
scendenten Gleichung 

XccosXc -f- (Äc— l) sinke = 
bezeichnet. 

Es sollen nun die beiden Fälle besonders untersucht werden, 
dass c entweder sehr klein oder sehr gross ist 

Nehmen wir c sehr klein. Die Wurzel A„c liegt jedenfalls 

zwischen (n — l)jr und nn, also A» zwischen (n— 1)- und n-» 

c c 

Da nun - sehr gross ist, so sieht man, dass die Zahlen A,, A3, ... 
c 

im Vergleich zu li sehr gross sind. Daher kann man e-^^l* und 

alle folgenden Glieder gegen e-^^f* vernachlässigen und erhält 

einfach 

Die Temperatur zu einer und derselben Zeit t ändert sich also mit 
r in der Weise, dass sie proportional der Function 

sin Ai r 

bleibt, in welcher A^r kleiner als tc ist. Der DiflFerentialquotient 

sins . , scoss — sins 
— ist ; 

S - S' 

wenn s zwischen und tc liegt. Daraus folgt, dass zu einer und 
derselben Zeit die Temperatur mit dem wachsenden Abstände vom 
Mittelpunkt fortwährend zu- oder abnimmt, je nachdem bi negativ 
oder positiv ist. 

Hier ist natürlich der Fall auszuschliessen , dass bi = ist. 
Dann hätte man eine ganz ähnliche Betrachtung anzustellen über 
das erste Glied der Entwicklung, dessen Coefficient b nicht = 
wird. 



der Function — ^^ ist ^^^ und hat negative Werthe, 
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§. 69. 

Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr gross. 

Wir nehmen zweitens den Radius c der Kugeloberfläche sehr 
gross und wollen speciell voraussetzen, dass die Anfangstemperatur 
constant, F(r) = 1 sei. Dann können wir das Integral ausrechnen 



/ 



. - , sinknC — XnCCosKc 
rstnKTdr = .. — 



12 





Wir erhalten also 



^^2 lU^J^ihc- \y sin Kr 

Darin sind A^, A3, A3 . . . der Reihe nach die durch c dividirten 
positiven Wurzeln der transscendenten Gleichung 

q)COsq> -\- (hc — 1) sin 9 = 0. 

In dem hier betrachteten Falle ist ä c — 1 sehr gross. So 
lange also (p selbst nicht sehr gross ist, wird sin (p nahezu = 
sein müssen, damit die Gleichung erfüllt werde. Wir können dem- 
nach näherungsweise setzen 

, nn 

c 

Dadurch wird in dem Ausdrucke für u die Summe in ein bestimm- 
tes Integral übergehen. Wir wollen bei der Umformung dieses 
Ausdruckes zugleich r = c -^ x setzen, so dass x den Abstand 
von der Kugeloberfläche bezeichnet. Dann ergibt sich 

sin K r sin K c cos Kx — cos In c sin A^ x 

r c — X 

Für sin A c und cos A c können wir mit Hülfe der transscendenten 
Gleichung algebraische Ausdrücke einsetzen. Es ist nemlich 

+ (h'c - 1) 
coslc = . "" \ ^ ■ 

VA3c3 + (Ac- 1)2' 

. . X Ac 

stnlc = ^.^ = • 

VA^c^-f (Äc— 1)2 
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Folglich erhalten wir 

sinAnr l^ccosX^x -f- (hc — l)5mA„a; 

~~^ """*■ (c-a:)VAäo2-(-(Äc - 1)3. 
und 

Stn InC — AnCCOSA,nC = -\- 



VAäc3 4-(Äc- 1)^' 
wenn in den beiden Gleichungen zugleich entweder die oberen 
oder die unteren Vorzeichen genommen werden. Führt man dies 
in den Ausdruck für u ein, so wird 

''~^t " c rä(c-:^){Aäc2 + Äc(Ac-^ 1)} 

Da c sehr gross sein soll, so können wir c statt c — x setzen und 
hc statt Äc — 1. Beachten wir dann noch, dass 

Km(A„ — An— i) = - 

c 

ist, und dass A stetig variabel wird für lim c = oo , so geht u in ein 
bestimmtes Intögral über. Wir bezeichnen das stetig variable A 
mit (», so dass 

~ = - dp 
c % 

wird, und erhalten 






Q^ 



oder 

^v 2Ä /* ... do , 2Ä2 /» «2„s, sin 9 a; dq 

jr j A^ + p2 ^j 9 Ä2 _|_ ^2 



Das erste dieser beiden Integrale wollen wir mit z bezeichnen. 
Zur Abkürzung setzen wir a^ ^ = r. Dann ist also 

dq 



=J ^^.COSQXj^j—,, 





und es muss bemerkt werden, dass z =^0 wird für r = oo . 

dz 
Differentiiren wir nach r .und subtrahiren h^ von -^7 , so er- 

dt 

halten wir 

-5 h^z = — / e-''P^cosQxdQ. 
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Das Integral auf der rechten Seite ist aus §. 18 Formel (35) 
zu entnehmen. Sein Werth ist 






Es entsteht dadurch für ;8f die Differentialgleichung erster Ordnung 



dt 



2 Kr'"-- 



Da die Coefficienten von -=— und von z constant sind, so lässt sich 

die einfachere Differentialgleichung integriren, bei der die rechte 
Seite = ist. * Das Integral der vorgelegten Differentialgleichung 
findet sich dann durch Variation der Constanten. 
Wir setzen also 

^ - h^z, = 
dr 

und finden, dass Zi = G . e^^'' das Integral dieser Differentialglei- 
chung ist. Nehmen wir nun, um die Differentialgleichung für z zu 
integriren 

und betrachten v als eine noch unbekannte Function von r, so 
ergibt sich 



Folglich muss 



sein, d. h. 



dt ' dt 



dv V^ _ä2 _^ JL 



„_ V^ A-Ä«r-^ dt 

V = TT- I e 4t 



und 



z 



2 j'- -y^ 

a 

- 2 W V^ 



wenn « eine noch zu bestimmende Constante bezeichnet. Diese 

ergibt sich daraus, dass z = werden muss für r = oo. Damit 

dies zutreffe, ist a = oo zu setzen. Wir haben also den ersten 
Theil in dem Ausdrucke (I) für u umgeformt 
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2h Ä«+**^ r 



- - ' e ir 



2 



T 

oder wenn wir unter dem Integralzeichen r =: s' setzen, in 

Ih ^ 2Äe^ /»_».^_^ ,, 
— ^er = -—7= — / e 4»« as, 

Vr 

Wir wollen jetzt die Temperatur an der Oberfläche der unend- 
lich grossen Kugel betrachten, also x=^0 nehmen. Dann erhalten 
wir aus (I) 

für a: = u = — fe-^^^ tt^t—. 

7t J Ä* + p2 

oder wenn wir in js die Grösse x = setzen : 

aVt 

Um die Veränderung untersuchen zu können , welche mit der 
Zeit eintritt, wollen wir das Integral transformiren. Es ist identisch 

folglich 



fcf,« /> g— fc«»« 






2Ä2 52 



ds 



00 OB 



2Ä2aV7 J ^ 



aV« aYi 

Dadurch wird also 

für a; = w = — 77= -7= / e-**«* -r- 

aYT 

Verlegen wir nun den Anfaiigszustand in eine unendlich ferne 
Vergangenheit, so wird in uYi der zweite Theil zu Null. 
Es ist jnemlich 






aYi 

folglich 

Für Ziw < = 00 sind beide Grenzwerthe ein ander gleich. 
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Wir erhalten demnach 

für a: =: ] 1 

u = — -7=- 

lim t = CO] ahyjtt 

Für zwei Zeiten t und i\ die beide, vom Anfangstermine 
gezählt, unendlich sind, ergibt sich also das Verhältniss der Tempe- 
raturen der Oberfläche _ 

m' : w == VT : V^', 

d. h. die Temperatur der Oberfläche nimmt ab proportional der 
Quadratwurzel aus der wachsenden Zeit. 
Ueber das Integral 



/ 






welches in dem Ausdrucke für z vorkam, ist noch eine Bemerkung 
zu machen. Es lässt sich nemlich immer auf das Kramp'sche In- 
tegral zurückführen. Setzen wir s -| — = ^, so erhalten wir 

und wenn wir — n statt n schreiben: 

Je 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit e^", die zweite mit 
er^^^ und addiren, so ergibt sich 

2 / c «'ds 
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§. .70. 

Die Erdtemperatur. 

Wir wollen nun allgemein die Temperatur der Erde betrachten. 
Die Erde hat zwei Wärmequellen, nemlich die Wärme der Sonne 
und die Wärme des Weltalls, welche ja auch ohne die Sonne durch 
die Fixsterne bedingt ist. Hiernach können wir die Ermittlung 
der Temperatur der Erde gleich in zwei Aufgaben zertheilen, in- 
dem wir ihre anfängliche Temperatur als Summe von zwei Zu- 
ständen denken und darauf einmal die Sonne wirken lassen und 
das andere Mal das Weltall. Dies Princip ist von uns schon oft 
angewandt, es ist eine blosse Folge davon, dass der ganze Wärme- 
austausch nur von den Differenzen der Temperatur abhängt. Nehmen 
wir die Temperatur des Weltalls zum Nullpunkt, so kommen wir 
für den zweiten Theil unserer Aufgabe auf die Untersuchung der 
§§. 64 bis 69. 

Um die Einwirkung der Sonne für die gesammte Erdkugel in 
einem Problem zu behandeln, würden wir in den vorhergehenden 
Entwicklungen noch nicht ausreichende Hülfsmittel besitzen. Es 
müsste nemlich die Temperatur der Oberfläche als Function nicht 
nur der Zeit, sondern auch von Länge und Breite angesehen wer- 
den. Ziehen wir aber ein nicht zu ausgedehntes Gebiet der Ober- 
fläche allein in Betracht, so können wir dafür die Temperatur vom 
Orte unabhängig nehmen und nur als periodische Function der 
Zeit ansehen. Dieser Fall ist dann nach Anleitung der §§. 53 und 54 
zu behandeln, da der Radius der Erde im Vergleich zu den uns zu- 
gänglichen Tiefen sehr gross ist, und das betrachtete Oberflächen- 
stück als eben angesehen werden darf. 

Wenn wir also für alle einzelnen Punkte der Oberfläche eine 
periodische Aenderung der Temperatur annehmen, aber mit der- 
selben Zeitperiode, wie es ja auch das Jahr ist, so wird sich auch 
hier eine periodische Aenderung im Innern nur auf eine dünne 
Schicht erstrecken. Gehen wir von der Oberfläche ab auf jeder 
Normale ins Innere, so wird die periodische Aenderung bald ver- 
schwinden und die Wärme sich nur mit der Tiefe langsam ändern. 
Abgesehen von der Oberflächenschicht, ist daher der Theil der 
Wärme im Innern, welcher von der Sonne herrührt, constant. Zu 
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dieser Wirkung der Sonne müssen wir dann noch die Temperatur 
hinzufügen, welche sich aus der Temperatur des Weltalls ergibt, 
indem die Erde allmählich erkaltet Wir beobachten nur die 
Summe von beiden Wirkungen. Dabei zeigt sich, dass in den uns 
zugänglichen Tiefen die Temperatur bei gleichen Tiefen fast con- 
stant ist. Es lässt sich also die von der veränderten Tiefe her- 
rührende Aenderung der Gesammtwärme in ihrer Abhängigkeit 
von der Tiefe durch Beobachtung bestimmen. In den tieferen 
Schichten rührt aber von der Sonne eine Wärme her, die mit der 
Tiefe sich so gut wie gar nicht ändert. Diese fällt also bei der 
Herstellung der Temperaturdiflferenz für zwei verschiedene Tiefen 
heraus. Wir können demnach freilich nicht die Temperatur u 

8 u 
selbst finden, die vom Welträume herrührt, wohl aber ^— , weil in 

diesem DiflFerentialquotienten das constante Glied der Sonne sich 

aufhebt. Haben wir auf diese Weise ^r— , zunächst nur für die 

tieferen Schichten, als Function von x bestimmt, so nehmen wir. 
das darin ausgesprochene Gesetz auch für die Oberflächenschicht 
als gültig an. In der Oberfläche ist aber [nach §. 69 (I) oder auch 

§. 64 (3)] 

für a; = ;r— = hu. 

dx 

Es kommt also nur noch auf den Coefficienten h an, der sich aus 
seinen Bestandtheilen bestimmen lässt. Damit haben wir dann für 
die Oberfläche die Temperatur u seihst, d. h. die Temperatur, welche 
stattfinden würde bei einer nur im Welträume erkaltenden Erde, 
welche dem Einflüsse der Sonne nicht ausgesetzt ist. Dann lässt 
sich auch der Werth von u nach Verlauf einer unendlich langen 
Zeit finden, und es ergibt sich hieraus das interessanteste Resultat 
von Fourier's Theorie. Aus der Temperaturzunahme, welche in 
der Tiefe constant (etwa P auf 100') ist, hat Fourier berechnet, 
dass die Temperatur, welche aus dem Weltall folgt, auf der Ober- 
fläche der Erde jetzt höchstens -^r- mehr betrage als in einer un- 

oO" 

endlich fernen Zukunft. Die Temperatur der grösseren Tiefe selbst 
können wir nicht finden, weil wir nicht wissen, in welchem Grade 
der Erkaltung sich die Erde befindet. Poisson berechnete die 
innerste Temperatur einmal bei der Annahme, dass die Erde schon 
im äussersten Stadium des Erkaltungsprocesses sich befinde. Er 
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fand eine ungeheure Temperatur für den Mittelpunkt der Erde. 
Doch berechtigt uns nichts zu dieser Annahme, und zu der Be- 
rechnung des Erkaltungsgrades wären durch, sehr lange Zeiträume 
getrennte Beobachtungen nöthig. Für die Erdoberfläche ist aber 
der Process der Erkaltung so gut wie vollendet. 

Uebrigens hat die Wärmetheorie weniger physikalische Auf- 
schlüsse über die Verbreitung der Wärme gegeben, als dass sie 
für die Rechnung wichtige Resultate geliefert hat. 



ni. Die Temperatur ist abhängig von der Zeit und 

von allen drei Coordinaten. 



§.71. 

Die Kugel. Die partielle Di£%r6ntialgleiohung für 

Zügel - Ooordinaten. 

Wir gehen zu dem allgemeinen Falle über, dass die Tempe- 
ratur im Innern der Kugel von allen drei Coordinaten abhängt, 
dass also die partielle Differentialgleichung 

zu Grunde zu legen ist. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen 
Coordinaten liege im Mittelpunkte der Kugel. Der von da aus 
nach dem Punkte (a?, y, n) gezogene Radiusvector sei r. Derselbe 
schliesse mit der positiven if-Axe den Winkel ö ein, und 9? sei der 
Neigungswinkel der positiven x-Axe gegen die durch r und sr gelegte 
Ebene. 

Legt man um den Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordina- 
ten als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1, so wird deren Ober- 
fläche von der positiven is-Axe in einem Punkte geschnitten, den 
wir den Pol nennen wollen. Halbe grösste Kreise, die auf eben 
derselben Kugelfläche vom Pol nach dem diametral gegenüber- 
liegenden Gegenpol verlaufen, sollen Meridiane genannt werden. 
Als Anfangsmeridian nehmen wir denjenigen, welcher von der 
Axe der positiven x durchschnitten wird. Auf dieser Kugelfläche 
vom Radius 1 haben und (p eine geometrische Bedeutung. Der 



§. 71. Kugel -Coordinaten. 



177 



vom Anfangspunkte der Coordinaten nach dem Punkte (x^ y^ n) 
gezogene Badiusvector r schneidet nemlich die Rugelfläche in 
einem Punkte, welcher durch seine Poldistanz und seine geo- 
graphische Länge eindeutig festgelegt wird. Unter der Pol- 
distanz des Punktes verstehen wir seinen sphärischen Abstand vom 
Pol. Seine geographische Länge ist der sphärische Winkel, welchen 
sein Meridian mit dem Anfangsmeridian einschliesst. Man sieht 
leicht, dass hier die Poldistanz = und die geographische Länge 
= 9 ist Die Grosse ist veränderlich von bis sr, dagegen kann 
<p alle Werthe von bis 2 ;r annehmen. 

Dem Punkte, dessen rechtwinklige Coordinaten (x, y^ 0) sind, 
gehört je ein bestimmter* Werth von r, ö, q> an. Und umgekehrt 
erhält man einen bestimmten Punkt im Räume, also je einen 
Werth für x^ y, ^r, wenn r, 0, tp eindeutig gegeben sind. Man kann 
also auch r, d, q> als Coordinaten auffassen. Man nennt sie Kugel- 
Coordinaten. Wir wollen für die vorliegende Aufgabe zu diesem 
System übergehen. 

Zur Coordinaten -Transformation haben wir dann die Glei- 
chungen 

X = r sind cos (p, 
y = r sind sin fp^ 
z =z rcos 0, 

Mit Hülfe dieser Gleichjingen könnte man nun durch blosse 
Rechnung r, 0, (p statt x, y, als unabhängige Variable auf der 
rechten Seite der partiellen Differentialgleichung (1) einfuhren. 
Wir ziehen es jedoch vor, die Differentialgleichung für das neue 
Coordinatensystem noch einmal direct abzuleiten. 

Der Punkt A (Fig. 21) habe die Coordinaten r, 0, 9. Unend- 
lich nahe bei Ä liegen drei Punkte i?, C, Z), deren Coordinaten resp. 

Fig. 21. 

; ^ 




Riemann. Partielle DilferentialgleiehuDgen. 



12 
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r + dr^ 0, 9 

Tj 0^ q> -^ d(p 

sind. Die Linie A B ist eine Gerade von der Länge dr. AC ist 
der Bogen eines Kreises vom Radius r und dem Centriwinkel dö, 
also AC = rdO. AD liegt auf einem Kreise, dessen Radius der 
Abstand des Punktes A von der ^er-Axe, d. h. = rsinO ist. Der 
zvlAD gehörige Centriwinkel ist d 9, also AD = rsinOdq). Diese 
drei Linien stehen auf einander rechtwinklig. Denn AC und AD 
liegen auf einem Meridian und resp. einem Parallelkreis der um 
als Mittelpunkt beschriebenen Kugel vom Radius r. Sie durch- 
schneiden sich also unter rechtem Winkel, und auf beiden steht 
der Radius OA rechtwinklig, dessen Verlängerung AB ist. Wir 
können demnach AB^AC^AD als die drei im Punkte A zusammen- 
stossenden Kanten eines unendlich kleinen rechtwinkligen Parallel- 
epipedon ansehen. Dieses möge im Innern des festen Körpers 
liegen, für welchen wir die Bewegung der Wärme untersuchen 
wollen. Wir betrachten den Wärmezuwachs, welchen das Parallel- 
epipedon in dem auf die abgelaufene Zeit t folgenden ZeitdifiFe- 
rential dt erleidet. DerWärmeäuss in der Richtung der wachsen- 

den r ist — h - — Rechtwinklig auf dieser Richtung stehen zwei 

Seitenflächen des Parallelepipedon, die eine vom Flächeninhalt 

r^sinOddd(p, 
die andere vom Inhalt 

(r -|- drysinOdOdq). 

Durch die erste strömt in der Zeit dt die Wärmemenge 

— Ä ^— dtr^sinddOdw 

in das Körperelement ein, durch die andere entweicht in derselben 
Zeit die Wärmemenge 

— lc(P^) dt(r + drysinOdBdq). 

Der Wärmezuwachs, welcher davon herrührt, ist demnach 



1 



8 



ei?) . 



fc — K Sinti drdOdw dt, 

dr ^ 
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Rechtwinklig gegen die Richtung der wachsenden liegen 
zwei Seitenflächen, die eine vom Inhalt 

rsinOdrdip^ 

die andere vom Inhalt 

rsin(d -f- dd)drd(p. 

Der Wärmefluss in der Richtung der wachsenden ö ist — i 



Folglich rührt von dem Ein- und Ausströmen der Wärme durch 
die eben betrachteten Seitenflächen ein Wärmezuwachs her, der in 
der Zeit dt beträgt 



h \ ""^-^drded^pdt. 



Endlich liegen rechtwinklig zu der Richtung der wachsenden 
(p zwei Seitenflächen, jede vom Inhalt 

rdrdO. 
Der Wärmefluss in der Richtung der wachsenden (p beträgt 

— i — . ^ -, — Die Wärme, welche durch die letztgenannten 
rstnOdfp ° 

Seitenflächen strömt, liefert also einen Wärmezuwachs, der in der 

Zeit dt sich beläuft auf 

d(—) 
* ^^"^^ drdddfpdt. 



sin d(p 
Die gesammte Wärmezunahme in der Zeit dt ist also 



hdrdOd(pdt 






dr ' de ' sinedq>'\ 

Zur Zeit t ist aber in dem Körperelement vorhanden die Wärme- 
menge 

Cqur^sinddrdddip^ 

wenn C die specifische Wärme und q die Dichtigkeit des Körpers 
bezeichnet. Diese Wärmemenge erleidet in der Zeit dt den Zu- 
wachs 

Cq ^-t r^sinddrddd(pdt^ 

t 

und folglich erhalten wir die Gleichung 

12* 
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(W ^Jü — ^ \ 8y/ , \ 8 61/ , 1 8«_M 
'^ 8^""r»l 8r "^ sinöee "" «mö^Sy«)' 

in welcher zur Abkürzung 77- = a^ gesetzt ist. Dieselbe Gleichung 

hätte man auf rein analytischem Wege aus (1) herleiten können 
durch Einführung der unabhängigen Variabein r, ö, g?. 



§.72. 

Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben, 
die Temperatur der Oberfläche gleich Null. 

Wir wollen den Fall behandeln, dass die Anfangstemperatur 
als Function von r, ö, 9? gegeben ist und die Temperatur der Kugel- 
oberfläche constant = sein soll. Die Aufgabe lautet dann fol- 
gendermaassen: 

Die Function u von t^ r, d, ^> so zu bestimmen, dass sie für 
c >. r ^ der partiellen Differentialgleichung 



(1) ^ = ^' 



K'*l7) , K-»«ll) 



1 o*v aoK a I 



82m 



8r ' smö8e ' sinö» ^^2 

Genüge leiste, und dass sie die Nebenbedingungen erfülle 

(2) M==F(r,0,9) für^ = 0, 

(3) M= „ r = c. 

Um zunächst die partielle Differentialgleichung zu lösen, 
schlagen wir einen Weg ein, den Euler im letzten Bande der 
Institutiones calculi integralis*) vorgeschrieben hat. Wir setzen 

u=VX 

und bestimmen , dass V nur von i und r, X nur von und 9 ab- 
hängig sein soll. Dann zerfällt die partielle Differentialgleichung 
(1) in die beiden einfacheren 



') Inst, calouli integr. Vol. m. Ed. 2. Petropoli 1793. 4. Pars 2. Caput 4. 
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K-l?)^.. 



(H) ^=^' 

^^ dt r^ dr 

in welchen a eine nnbestimmte Gonstante bezeichnet. Sind V und 
X so hergestellt, dass sie für ein und dasselbe u diesen partiellen 
Differentialgleichungen genügen, so ist ihr Product eine particuläre 
Lösung der partiellen Differentialgleichung (1). Denn man erhält 
die Gleichung (1), wenn man aus (I) und (11) die Gonstante a elimi- 
nirt und beachtet, dass X von r und ^, V von und 9 unabhän- 
gig ist. 

Um zu einer Lösung der partiellen Differentialgleichung (I) 
zu gelangen, machen wir die Bemerkung, dass der reciproke Werth 
der Entfernung zweier Piuikte (x^ y, :3) und (xi^ y^ ei) 

y (^ — x,y + (y - yi)*+ (^ - ^lY 

der partiellen Differentialgleichung genügt 

dx^ '^ dy^ "•" 8;^3 ~" 

Führen wir statt der rechtwinkligen Goordinaten Kugelcoordinaten 
r, ö, 9) und resp. ri, Öi, 9)1 ein, so erhalten wir 

V r^ — 2 r ri cos y 4" ^1^ 
wenn zur Abkürzung geschrieben wird 

cos cos 01 + sm ö sin öi cos (9 — tpi) = cos y. 

Die partielle Differentialgleichung für T geht dann über in 

^ ^ dr "^ Sinti de "^sinö« d(p^ 

Setzen wir voraus, dass r >> ri sei, so lässt sich T nach negativen 
Potenzen von r entwickeln 



-=|2'-(^)- 



n=0 

Nehmen wir dagegen ri >► r, so ergibt sich die Entwicklung 

*• \ w 



-^l-(^)' 



182 Vierter Abschn. Wärmebewegung in festen Körpern. 

In beiden Entwicklungen treten der Reihe nach dieselben 
Coefficienten Pq, Pi, Pj, ... P», . . . auf. Es sind Functionen von 
cos y, die sich leicht ausdrücken lassen. Der nächstliegende Weg 
zur Herstellung der Ausdrücke ist der, dass man die Function T 

als Potenz n.it dem Exponenten - ^ nach dem binomischen Lehr- 

satze entwickelt Auf diese Weise findet sich 

„ i.3.5 ...(2w-l)f ^ n(n — l) „ „ 

1.2.3... n l 2 (2« — 1) ' 

n(n-l)(n-2)(n-B) , \ 

+ 2.4(2«- l)(2n-3) "^'^ ~ + "7 
Die Klammer schliesst mit der ersten oder mit der Oten Potenz 
von cosy ab, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Es zeigt 
sich also, dass P» eine ganze Fimction wten Grades von cosy ist? 
d. h. eine ganze Function n ten Grades von cos ö, sin cos tp und 
sin sin 9?. Führt man statt der Potenzen von cos und sin 6 und 
statt der Potenzen von cos tp und sin 9 die Cosinus und Sinus der 
Vielfachen von und resp. von 9 ein, so ergibt sich leicht, dass 
' sowohl von ö als von 9 höchstens das n fache vorkommt. Die 
Coefficienten der Entwicklung enthalten öi und 91. Die Function 
Pn darf man hiemach als bekannt ansehen. Sie genügt einer 
partiellen Difierentialgleichung , die sich leicht herstellen lässt. 
Man braucht nur in die Gleichung (III) für T die unendliche Reihe 
einzuführen und für sich = zu setzen, was mit derselben Potenz 
von r multiplicirt ist. Dadurch ergibt sich 

^ . .^^^ + -T-V, ^ + n(n+ l)Pn = 0. 

Von dieser partiellen Differentialgleichung ist P» eine particuläre 
Lösung. Daraus kann man die allgemeine Lösung herleiten, in- 
dem man mit einer willkürlichen Function von öi und 91, sowie 
mit ddidtpi multiplicirt und zwischen den Grenzen und 2jr in 
Beziehung auf 91, und 7t in Beziehung auf öi integrirt. Die 
willkürliche Function wollen wir mit 

sin 0i/(0i, 9i) 
bezeichnen. Dann ist also 

X„ = l'sin Öl d Öl y7(Öi, 9)1) P„ d (pi 
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die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

Jede Function, welche dieser partiellen Differentialgleichung 
Genüge leistet, wird eine Eugelfunction nten Ranges genannt. Die 
Kugelfunctionen sind in den achtziger Jahren des vorigen Jahr- 
hunderts von Legendre und Laplace eingeführt, und zwar bei 
der Untersuchung der Attraction im umgekehrten quadratischen 
Verhältniss der Entfernung. Wir können hier nicht weiter auf die 
Theorie dieser Functionen eingehen. Eine systematische Darstellung 
der bisherigen Untersuchungen, sowie einen Ueberblick über die 
Literatur des Gegenstandes geben die Monographien von Heine 
und Sidler*). 

Für unsere Aufgabe kommt hier eine wichtige Eigenschaft der 
Kugelfunctionen in Betracht. Bezeichnet nemlich /(ö, 9) eine 
Function von und 9, die für jeden Werth von ö zwischen und jr 
und jeden Werth von 9 zwischen und 2 n willkürlich, aber über- 
all eindeutig und endlich, gegeben ist, so lässt sie sich immer und 
nur auf eine Weise in eine Beihe von Kugelfunctionen entwickeln: 

^ IT 2ir 

Dieser Satz ist in aller Strenge zuerst von Dirichlet bewiesen**). 
Wir machen davon Gebrauch, indem wir die in Gleichung (2) auf- 
tretende Function F(r^fl^ <p) in Form einer solchen Reihe darstellen: 

^ IT 2ir 

(2*) F(rAg>) =S ^^^1"^^ /^^^'^^i ^Öi f PnF(rA.Vi)dVi' 

Hiemach liegt es nun nahe, dass man in (I) und (II) X„ und 
F„ statt X und V schreibt und die bis dahin unbestimmte Con- 



*) Heine, E. Handbuch der KugelfunctioDen. Berlin 1861. 8. — 
2. Aufl. Bd. 1. Berlin 1878. Bd. 2. Berlin 1881. 8. 

Sidler, Gc. Die Theorie der Kugelfunctionen. Programm der Berner 
Kantonschule. Bern 1861. 4. 

Man beachte auch: Neumann, F. Beiträge zur Theorie der Kugel- 
functionen. 1. u. 2. Abtheil. Leipzig 1878. 4. 

**) Sur les s^ries dont le terme g^n^ral dopend de deux angles et qui servent 
^ exprimer des fonetions arbitraires entre des limites donn^es. (Grelle, J, 
Bd. 17. 8. 35.) 
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stante a = -— w(n-(-l) setzt. Die Gleichung (I) geht dadurch 
in (IV) über, und die Gleichung (II) lautet dann 



^ ^ dt ~ r2 






Für n hat man der Reihe nach und alle positiven ganzen 
Zahlen zu setzen. Man erhält demnach unendlich viele particuläre 
Lösungen X„, F», aus denen sich die allgemeine Lösung der par- 
tiellen Differentialgleichung (1) zusammensetzt: 



00 



n=0 

Die darin auftretenden constanten Coefficienten sind so zu bestim- 
men, dass die Gleichungen (2), (2*) und (3) erfüllt werden. 

Der Beweis des Satzes von Dirichlet soll hier nicht gegeben 
werden. Es ist in Betreff desselben auf die Abhandlung selbst zu 
verweisen. 



§. 73. 

Fortsetzung. Lösung der Aufgabe. 

Hiemach nimmt unsere Aufgabe folgende Gestalt an : 

Die Function u von *, r, ö, y soll in Form einer unendlichen Reihe 

00 



n-tO 



so hergestellt werden, dass für c >> r ^ die partielle Differen- 
tialgleichung 

W(W + l)Un\ 



/jx dUn a2 



dr 



2ir 



dt r» 
erfüllt werde, dass femer 

(2) für ^ = Un = ^^^4^^^ fsineideifPn'F{rA^q>,)dq>, 



und dass 

(3) für r = c M» = 

werde. 

Wir schreiben zur Abkürzung 
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w 2ir 

^\t ^ f^^ öl ^ ö'/^« • ■^(''' Öl' ''i) '^ 'Pi = ^»- 



Um eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (1) zu 

erlangen, setzen wir 

Un = e-«*^i* . SS 

und verstellen unter ß eine Function, die von t unabhängig ist. 

Dann erhalten wir zur Bestimmung von z die Differentialgleichung 

Es möge nun die Entwicklung versucht werden 
so geht aus der Differentialgleichung hervor, dass 



OO 00 00 



V=li. V=fL V:=/Ul 

sein muss. Zur Bestimmung von ft hat man demnach die Glei- 
chung 

^(ft + 1) — n(w+l) = 0, 

deren Wurzeln ft = n und fi = -^ n — 1 sind. Hier ist nur 
der erste Werth zulässig, da nicht unendlich werden darf für 
r ■== 0. Die vorletzte Gleichung lässt sich dann auch folgender- 
maassen schreiben 

3n + i{(w + 1) (w + 2) ~ n(n + 1)} r«+i 



+ 2[2''+4^'' + 2) (i; + 3) - n(n + l)j+Aä Jr-' + ^^O. 



Daraus ersieht man, dass q^+i = sein muss und folglich auch 
2«+3 = «n + ö = ••• = «» + 2k + i = 0. Dagegen hat man 

Q!« + 2fe|(w + 2ifc)(w + 2ifc + l) — w(n + l)| + ^iqn+2k^2 = 

oder kürzer 

^ngn + afc — 2 

2« + 2fc— 2Ä;(2w + 2Ä + 1)* 
Folglich ist 

wenn wir mit/(An,r) die Function bezeichnen 

/(A„,r)_r (l-2(2n + 3) + 2.4(2n + 3)(2n + 5)~ + "*T 
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Die Werthe, welche die Constante k^ annehmen kann, ergeben 

sich aus der Bedingung (3). Soll nemlich m» = sein für r = c, 

so hat man 

/(Anc) = 0, 
d. h. 

1__^Ü~_J ^J^ L =0 

2(2n + 3)"^2 . 4. (2n + 3)(2w + 5) "^ 

zu setzen. Die Wurzeln dieser transscendenten Gleichung bezeich- 
nen wir mit A„i, X^zt • . . Dann ist 

eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (1), welche der 
Nebenbedingung (3) Genüge leistet. 

Diese Lösung muss für ^ = in F« übergehen. Es muss also 

y» = qm/iK^r) 4- qn2f(K2r) -| 

sein. Daraus bestimmen sich die Goefficienten q. Um qnic zu fin- 
den, multipliciren wir auf beiden Seiten mit r^f(Kkr)dr und inte- 
griren zwischen den Grenzen und c. Dann bleibt, wie gleich 
nachgewiesen werden soll, auf der rechten Seite nur ein Glied 
stehen und wir erhalten • 



c 

fYnr^f(Kjcr)dr 



?nft 



dr 



c 





Um zu zeigen, dass bei der eben ausgeführten Rechnung das 
mit qnm multiplicirte Glied für m ^ Ä herausfällt, d. h. dass 

c 

r«/(A„Är)/(A„„r)dr = 



ist, müssen wir auf die Differentialgleichung für z zurückgehen. 
Wir haben gefunden, dass 

ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

^ //^ -n(n + \)e^ X%,rU = 
ist. Folglich haben wir 
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rn^^fiUr) =:n(n+ l)/(A„,r) ^^ — ÖT^—^' 

Diese Gleichung multipliciren wir auf beiden Seiten w.tf(X„mr)dr 
und integriren zwischen und c. Dadurch ergibt sich 

C 

^Lfr^f(^^r)f(X„„r)dr 

= «(« + l)ffß^r)fiX„„r)dr -Jf(X^r) -^. £^ dr. 

b b 

Das letzte Integral rechts lässt sich durch Integration- nach 
Theilen transformiren. Man erhält 



-Jfß«.r) j^r -i 



,y dr dr 



Die vom Integralzeichen freien Glieder der rechten Seite fallen 
weg. Auf das ührig bleibende Integral rechts wenden wir noch 
einmal dasselbe Verfahren an und erhalten 

r^. äf(Kmr)df(Xnkr) ^^ 
J dr dr 

■ -f/M^^^dr. 



Auch hier fallen die beiden ersten Glieder der rechten Seite weg, 
und es ergibt sich 
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c 



c 

^ikfr^f(^^r)fßnmr)dr 



fßnkr)dr. 





Der Inhalt der Klammer unter dem Integral rechts kann aber 
yermöge der Differentialgleichung für £! ersetzt werden durch 

und dann geht die letzte Gleichung über in 

c 

(Aäfc - XIm) fr^fiU r)f(lnM r)dr = 0. 



Da nun Xnk und knm verschiedene Wurzeln der transscendenten 
Gleichung /(A c) = sein sollen, so muss nothwendig 

c 



fr^f{^nkr)f(Xnmr)dr = 



sein. 



* 



Anmerkung. Die ersten Untersuchungen über die Bewegung der 
Wärme in festen Körpern verdanken wir Fourier. Er legte zu Ende des 
Jahres 1807 der Pariser Akademie eine Abhandlung vor, welche im Auszuge 
abgedruckt ist in dem Bulletin des sciences de la soci^te philomatique 1808, 
p. 112 ff. Eine zweite Abhandlung wurde in dem Archiv des Institut nieder- 
gelegt am 28. Sept. 1811. Sie ist im 4. und 5. Bande der M^molres de 
l'Acad^mie abgedruckt unter dem Titel: Theorie du mouvement de la chaleur 
dans les corps solides. Weitere Arbeiten von Fourier über die Theorie der 
Wärme finden sich in den Annales de chimie et de physique, Tome 3 (1816), 
Tome 4 (1817), Tome 6 (1817), Tome 13 (1820), in dem Bulletin des sciences 
de la soci^t^ philomatique, 1818, 1820, in der Analyse des travaux de TAca- 
d^mie par M. Delambre 1820 und im 7. Bande der M^moires de TAca- 
d^mie. Als selbständiges Werk erschien 1822 seine Theorie analytique de la 
chaleur. 

Neben Fourier ist zu nennen: 

Foisson. Memoire sur la distribution de la chaleur des corps solides. 
(Journal de l'^cole polytechnique. Cahier 19.) • 

Addition au memoire etc. (Daselbst.) 

Second memoire etc. (Daselbst.) 

Theorie math^matique de la chaleur. Paris 1835. 
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lieber die Bewegung der Wärme in krystallinischen Körpern hat zuerst 
Duhamel geschrieben (Sur la propagation de la chaleur dans les corps so- 
lides dont la conductibilit^ n'est pas la m§me dans tous les sens. Journal de 
r^cole polyt. Gahier 21) und nach ihm Lamd, der seine Untersuchungen 
systematisch dargestellt hat in den Le^ons sur la th^orie analjrtique^de la 
chaleur. Paris 1861. Femer ist zu citiren: Minnigerode, Ueber Wärme- 
leitung in Krystallen. Göttingen 1862. 4. * 



Fünfter Abschnitt. 



Schwingungen elastischer fester Kbrper. 



I. Schwingungen einer gespannten Saite. 

§. 74. 

Ableitung der partiellen Difibrentialgleioliangen. 

Die Aufgabe der schwingenden Saiten, welche besonders im 
vorigen Jahrhundert die Mathematiker vielfach beschäftigt hat, soll 
jetzt durch Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ge- 
löst werden. Wir haben von mechanischen Principien nur die 
Gleichung fiir die freie Bewegung eines Körpers nöthig. Eine ge- 
spannte Saite hat bei ihrer Ruhe eigentlich nicht die Form einer 
geraden Linie, weil sie schwer ist und sich in der Mitte also senken 
wird; doch weicht ihre Lage nur sehr wenig von der horizontalen 
Geraden ab, so dass wir sie wirklich als gerade ansehen können. 
Wird die Saite aus diesem Gleichgewichte herausgebracht, so fragt 
sich, nach welchen Gesetzen sie dann vermöge ihrer Elasticität in 
die Gleichgewichtslage zurückkehrt. Nehmen wir den einen End- 
punkt der Saite L (Fig. 22) als Anfangspunkt der Coordinaten 
und die Linie OL als Axe der x^ die Länge OL = c, so ist zu be- 
stimmen, wo ein Punkt mit der ursprünglichen Abscisse x sich nach 
der Störung des Gleichgewichts zu jeder Zeit befindet, also sind 
die rechtwinkligen Coordinaten aufzustellen. Dieser Punkt sei M. 
Bei der Ablenkung von der ursprünglichen Lage werden die Coor- 
dinaten sich nur wenig vermehren, weil wir nur sogenannte kleine 



/ 
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Schwingungen für die Rechnung voraussetzen können. Dann wird 
also der Punkt M^ welcher die Anfangslage {x^ 0, 0) hat, sich nach 
einer Zeit t in einem Orte {x -\- |, ly, i) befinden. Zerlegen wir die 

Fig. 22. 

z 




ganze Saite c inj unendlich kleine Theile, so wird, während der 
Punkt M sich nach m bewegt hat, der benachbarte Punkt von M* 
nach m' gegangen sein. Wir wollen die Lage der Linie mm* be- 
stimmen, m hat die Coordinaten ^r + 1? ^» It ^^d da diese Func- 
tionen von X sind, so hat der Punkt m\ in welche Lage der Punkt 
M {x-\-d X, 0, 0) gekommen ist, die Coordinaten x '\-^-{-dx-\-d^^ 
ly-f-diy, t -{' d^. Die Linie m m' hat alsO' die Länge m m' 

= V (dx -f- d^)^ -f- dfi^ -\- dg*, und die Winkel zwischen mm' 
und den Axen haben die Cosinus 

cos (m m\ A ) = . , 

^ ' ^ y {dx ^ diy -^ dri'^ -{- d%^' 

cos(mm\ r) == ,, . . . ^ 

^ ' ^ l/(da; + dg)2 + di?-^ + d£2 

cos(mm\ Z) = , , =, 

V(da; + d|)2 + di22 + d£2 

oder, wenn wir nach der Bezeichnung von Lag ränge mm' 

= dxV{l-\- |')^ + i?'^ + g'2 schreiben: 

1 + r 



cös(wm', X) = 



cos (m m', r) = 



cos (m m', -^) = 



va + i'p + V' + r»' 



^' 



1/(1 + r)* + V* + s'* 

V (1 + 1')^ + i' + 5'" 
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Dann haben wir iiir die Berechnung die Voraussetzung zu machen, 

dass der Winkel {mm\ X) sehr klein, also sein (Cosinus sehr nahe 

= 1 ist. Demnach wird angenähert mm'=c?a?(l -f- 1'), cos (m m\ X) = 1 , 

1?' S' 

cos(mw!^ Y) = Tj — ^— S7, cos(mm\ Z) = 7-7— w' 

Die Saite habe das Gewicht p, also hat ein Stück derselben 

von der Länge d x das Gewicht - — und die Masse u = 

® c gc 

Wir denken uns die Saite in einzelne unendlich kleine Theile oder 

in einzelne massive Punkte zerlegt, so dass sich die Massen der 

Theilchen immer auf ihre Anfangspunkte zusammenhäufen. 

Die Saite werde ursprünglich gespannt durch die Kraft P. 

Dieser Spannung entspricht die ursprüngliche Länge l eines Theil- 

chens. Es wird also bei einer Verlängerung um V — Z die Span- 

y l 

nungszunahme P' — P = q j — sein, worin q einen durch 

Versuche noch näher zu bestimmenden Factor bezeichnet. Suchen 
wir so nach der Spannung des Stückes mm\ so haben wir 
l = MM' = dx^ dagegen Z' = (1 -|- |')da?, und wir erhalten 
also P' — P = g I' oder P' = P + g |'. Diesa Spannung wirkt 
von m nach m'. Um die Gomponenten zu finden, hat man mit den 
Cosinus der Winkel gegen die Coordinaten-Axen zu multipliciren. 
Diese Componenten sind also 

X-P4-«*' r- (^ + glOV z-^IAsM 
A-p + gi, r__j-__, z- j_^^, . 

Die letzteren Werthe für Y und Z müssen noch reducirt werden, 
weil wir die höheren Potenzen von |', rf, g' weglassen. Da fällt 
zunächst der Nenner weg und dann auch das zweite Glied des 
Zählers, weil sich hieraus höhere Potenzen ergeben würden. Es 
bleibt also nur übrig 

X=P-^q^\ Y=Pri\ Z=Pt'. 
Suchen wir nun auch die Grösse der Spannung, '"welche in 
dem benachbarten Element stattfindet, so haben wir nur x — dx 
für X zu setzen und erhalten danach für den benachbarten Punkt 
die Componenten 

X' = P+g|'-.g|"da?, F = PV-Pi2"da?,Z'=Pg'-Prd^. 
Diese Kraft ist der ersten Kraft, welche von m nach m' wirkte, 
gerade entgegengesetzt, so dass durch Subtraction sich als Com- 
ponenten der wirkenden Kraft herausstellen : 
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Nach der Dynamik sind diese Componenten gleich der Masse mul- 

tiplicirt mit • dem zweiten DiflFerentialquotienten der Coordinaten 

Vi d X 
nach der Zeit, also da wir die Masse ft =: - — gefunden haben: 

ox^ cg dt^ 

v^dx — ^dx.^ 
^dx^^^'-cg'^^ dt^' 

Wenn wir hier die Coefficienten zusammenfassen durch ^— ^ = ß\ 

P 

^ =r a% so erhalten wir als die drei Gleichungen für die schwin- 
genden Saiten: 

also drei partielle Differentialgleichungen, welche alle drei dieselbe 
Form haben, während doch die Bewegungen nach den einzelnen 
Seiten hin ganz von einander unabhängig sind. 

Hier sind |, ly, f drei unbekannte Functionen, von den Varia- 
bein t und X und ausserdem von dem Anfangszustande der Saite 
abhängig. Es müssen also die Anfangscoordinaten |o, i^o? ?o gegeben 
sein, und ausserdem können den einzelnen Punkten noch bestimmte 
Anfangsgeschwindigkeiten ertheilt sein, d. h. nach den drei Axen hin 

die Geschwindigkeits-Componenten ^, ^, -^ für ^ = 0. Es fragt 

sich dann, wie die Saite im Laufe der Zeit sich bewegen werde. 

In den drei Gleichungen sind die drei Variabein |, iy, f sepa- 
rirt, so dass das | sich bestimmt aus der ersten Gleichung und aus 

den anfänglichen Werthßn für | und ^, und ebenso ist es mit r^ 

und mit f. Die erste Gleichung zeigt eine Veränderung der 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. X3 
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^-Coordinate, d. h. eine Longitudinalschwingung, während die beiden 
letzten Gleichungen die Veränderungen der y- und der ;8r-Coordi- 
naten, also die Transversalschwingungen anzeigen. Wir wollen 
zunächst nur die Transversalschwingungen nehmen, und zwar so, 
dass sich die Saite nur in der Ebene der xy bewege, wodurch so- 
wohl I als auch g wegfällt und auch keine Anfangsbestimmungen 

für S, g, ^, ^ bei ^ == nöthig werden. 



§. 75. 

Transversalschwingungen. Lösung von d'Alembert. 

Wir haben zunächst nur die zweite Diflferentialgleichung und 

dazu zwei beliebige Bestimmungen für ri und -^ in der Anfangs- 

zeit ^ = 0. Dies ist wieder ganz dieselbe Aufgabe, welche wir 
früher schon (§. 43) behandelt haben. Wir nehmen zuerst die 
ältere Methode, wie sie von d'Alembert eigentlich herrührt und 
von Euler etwas modificirt ist. Nachher wollen wir die Lösung 
der partiellen Differentialgleichung in der Weise vornehmen, wie 
bei der früheren Aufgabe über die Wärme, und hieran eine kurze 
Geschichte des Problems anschliessen. Obgleich nemlich schon 
früher einmal bei einem geometrischen Problem eine partielle 
Differentialgleichung vorgekommen war, so hatte sie doch keine 
besondere Aufmerksamkeit erregt. Erst die hier vorliegende Auf- 
gabe hat zu einer genaueren Untersuchung über die Behandlung 
der partiellen Differentialgleichungen geführt. 

Wir haben hier in der Voraussetzung, dass die Saite nur trans- 
versal schwingt, und dass die Schwingungen in der xy -Ebene vor 
sich gehen, die Bedingungen 



(1) 


Ö2« „ 8»M 

— - — U' — - 


(2) 


V — f{x) für t 


(3) 


H ^w » ' 



0. 
0. 



Auf diese Form der Differentialgleichung war zuerst d'Alembert 
gekommen. Sie gehört zu den leichteren. Denn man sieht auf 
den ersten Blick, dass sie befriedigt wird durch irgend eine Fune- 
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tion von x -\-06t oder von a; — af, also durch q)(x -\- oct) und auch 
durch il)(x — 06 1). Denn der zweite DifFerentialquotient dieser 
Functionen in Beziehung auf x ist gleich dem in Beziehung auf 
a; + « f , der zweite Difterentialqubtient in Beziehung auf t ist da- 
gegen gleich dem in Beziehung auf 5? + a^, multiplicirt mit k^. 
Also lassen sich die beiden Functionen durch Addition oder Sub- 
traction zusammenfügen, und man hatte sofort 

Dies ist in der That auch die allgemeinste Lösung, wie Euler 
schon nachwies. Denn wenn wir x -{- at = u und x — oct = v 
setzen und diese Grössen in die Öiflferentialgleichung einführen, so 
erhalten wir 

dfi dfidu.drjdv drj . 6iy 

dx~Wüdx'^ dvdx~ du^dv' 

weil ;^— = ;r— = 1 ist, uud also auch 

ox ox 



82 






dx^ 8ti2 ' dudv ' dv^ 

Ebenso erhalten wir, da -^ = «, — = -— a ist, 

et 1 

dt~ du dv' 

dP \du^ dudv) \dudv öW 

\8u2 dudv~ dvV 

Setzen wir nun diese Werthe in die gegebene partielle Differential- 
gleichung ein, so erhalten wir, da die erstell und letzten Glieder 

sich wegheben, nur 4 «^ . - — _l- = q also 
° dudv 

-^^ = 0. 

du'dv 



d 



Ce) 



Dafür lässt sich schreiben — ^^ — ~ = 0, und man erhält sofort 

' du 

die Lösung ^ = i\)^ (t?), in welcher ^' {v) von u unabhängig ist. 

Durch weitere Integration ergibt sich ri=^ I ii>*{v)dv -\- const Die 

13* 
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Integrationsconstante ist von v unabhängig, also eine Function 

von u allein, so dass 

n = 9W + ^(v) 
die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung ist. 

Diese stimmt mit unserer Lösung ri = (p(x -{' cct) -{- tlf(x — oct) 

völlig überein. 

Wir müssen unsere allgemeine Lösung für ij so modificiren, 

dass sie den beiden gegebenen Bedingungen genüge. Wir suchen 

also ^ = ocq>'(x -f- at) — aif' (x — at% und nach unseren Bedin- 

gungen muss dieser Werth gleich F(x) sein für ^ = 0, während 
der Werth von ri dann in f(x) übergehen muss. Daher sind q> 
und tl> so zu bestimmen, dass 

f(x) = q>(x)-^tl;(x) 

und - F(x) = SP' (x) — ^' (x) 

werde. , ■ 

Suchen wir nun g? (x) und ^ (rc), so haben wir aus der zweiten 

Gleichung / -F(x)dx = q}(x) — iIj(x) und also in Verbindung 

mitf(x) z= (p(x) -\- ip(x) die Werthe 

Wir haben für das Integral noch eine Constante hinzuzufügen, 
können diese aber beliebig nehmen, da sie in die Werthe von q>{x) 
und V' (x) nur eine constante Grösse hineinbringt. Wir wollen die 
Constante so nehmen, dass das Integral für a; = zu wird, also 

I F(x) d x^ und danach haben wir 





X 

'P(^)^lf(^)-}-^fF(x)dx, 



X 



^{^) = \f{x)-^fFix)dx. 



Hiermit würde aber der Werth von iy noch nicht vollkommen 
bestimmt sein, sondern nur für Argumente, die zwischen und c 



(11) 



Fig. 23. 
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liegen. Es müssen aber wegen der unbeschränkt wachsenden Zeit 
die Werthe von q> bekannt sein für alle Argumente von bis oo 
und die Werthe von tj) für alle Argumente von c bis — oo . Wir 
haben jedoch auch noch nicht alle Bedingungen ausgedrückt, die 
unserer Betrachtung zu Grunde liegen. Denn wir setzen darin 
die beiden Endpunkte der Saite als fest voraus und haben also 

(4) 71 = für rr == und für x == c. 

Aus dieser Bedingung erhalten wir die beiden Gleichungen 

und (p(c -f- ut) -{- rl}(€ — at) = 0, 

oder wenn wir hier cct = q setzen : 

^(c + Q) + ^(<^ — Q) = 0. 
Mit Hülfe dieser beiden nothwendigen Bedingungen und der 
beiden Gleichungen (I) sind die Functionen (p und ^ für ein be- 
liebiges Argument bestimmt. Wir suchen die 
Curven, welche durch diese Functionen dar- 
gestellt werden, nehmen also x als Abscisse, 
(p (x) als Ordinate für die eine, ^ (x) für die 
andere Curve. Die Gleichungen (I) geben 
den Verlauf der Curven von bis c. Beide 
Curven gehen durch den Nullpunkt, weil für 
a: = die Function f(x) = und auch das 
Integral zu Null wird. Für x = c sind die 
Ordinaten der Curven entgegengesetzt gleich, 
weil f(c) = und daher 

c c 

9> (c) = 2^/*^(^) ^^' ^(c) = — 2^f^(^)^^ ist. 



Soll nun die Curve q> über c hinaus nach der positiven Seite, 
die Curve ^ über hinaus nach der negativen Seite fortgesetzt 
werden, so müssen wir auf die Gleichungen (II) Rücksicht nehmen. 
Die zweite dieser Gleichungen gibt 

9>(c+ P) = — *(ß — ^)- 
Nimmt man also c > p > 0, so ist ^ (c — q) bekannt und daher 
(p (x) hergestellt für Werthe von x zwischen c und 2 c. Man erhält 
nach der letzten Gleichung die Fortsetzung der Curve (p von c bis 
2 c, indem man die Curve V' zuerst um die Ordinate von x = c 
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Fig. 24. 



^(x) 




und dann um die Abscissenaxe umkehrt (Fig. 24). Der weitere 
Verlauf der Curve q> ist eine periodische Wiederholung des bis- 
herigen mit der Periode 2 a Setzen wir nemlich in der letzten der 

Gleichungen (II) c -{- g statt g^ 

so ergibt sich 

9)(2c-|- p) = — !/'(— p) 
und also nach der ersten der 
Gleichungen (II) 

q>(2c + Q) = q> (q). 

Jetzt kommt es darauf an, auch ^ weiter zu führen und zwar 
nach der negativen Seite der Abscissen. Dazu dient die erste der 
Gleichungen (II), nemlich 

*(— q) = — v(q)' 

Wir erhalten also die Curve ip für negative Abscissen, indem 
wir die Curve q> zuerst um die Ordinatenaxe und dann um die 
Abscissenaxe umkehren. Danach ist auch die Curve t periodisch 
mit der Periode 2 c, und zwar beginnt die Periodicität schon von 
c ab. Denn es findet sich leicht aus den Gleichungen (II) 

*(— c — p) = — 9)(3c + p) = — (p(c + P) = *(^ — ^)- 
Nun sind aber c — g und — c — g (Fig. 25) überhaupt zwei Werthe, 

Fig. 25. 




welche um 2 c von einander verschieden sind, und von welchen der 
eine, bei c >> 9 > 0, auf der positiven, der andere auf der nega- 
tiven Seite liegt. Bei beiden Curven sind also die Perioden = 2 c 
und zwei um 2 c verschiedene Abscissen haben gleiche Ordinaten. 
Hierdurch ist nun rj vollständig bestimmt. Nehmen wir zu- 
nächst at gleich einem Vielfachen von 2 c, so erhalten wir tj = 

gleich der Ordinate in der Anfangszeit. Oder auch, wenn wir den- 
selben Punkt mit der Abscisse x in den beiden Zeiten t und f 
nehmen, so haben wir dafür rj = (p(x -j- cct) -j- t(^ •-' (^t) und 
ly' = q)(X'{- ut') -j- ^ (a; — at'). Es ist also 1] = ly', wenn a(t — f) 
t= 2 c ist. Der Anfangszustand wird also zurückkehren nach der 
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2 c 

Zeit T = t — t' = Von der Schwingungsdauer hängt die 

cc 

Höhe des Tons ab, und wir sehen, wie dieselbe bedingt ist durch 
die Länge der Saite und durch unsem Coefficienten a, welcher 
aus den obigen Bedingungen sich ergibt. Mit dieser Theorie stimmt 
die Erfahrung vollkommen überein. 

Wenn wir hier nun auch die zweite Axe hinzunehmen wollten 
und also vorausäetzen, dass sich die Saite beliebig im Räume in 
transversalen Schwingungen bewegen könne, so haben wir zwei 
Differentialgleichungen, welche dieselbe Form haben, und auch den- 
selben Coefficienten a^^ go dass wir die beiden Aufgaben durch 
Decomposition gesondert lösen und hieraus die Saitenstellungen 
finden. Da die zweite Differentialgleichung denselben Coefficien- 
ten a hat, so wird auch bei dieser zweiten Transversalschwingung 

2 c 
dieselbe Schwingungsdauer — sich ergeben, und daher findet man 

(X 

für die Transversalschwingung im Räume dieselbe Periode und 
eine Curve von derselben Art wie bei der Schwingung in der Ebene. 



§. 76. • 

Portsetzung. Besondere Voraussetzungen über den 

Anfangszustand. 

Wir wollen noch einige besondere Betrachtungen über den 
Anfangszustand machen. Für diesen haben wir die beiden Bedin- 

gungen i/ =f(oo) und -^ = F(x), Durch Decomposition können 

wif die Aufgabe in zwei getrennte zerlegen, so dass zuerst ly =f(x) 

und -^ = und dann i: = und ^ = F(x) ist. 
dt ' dt "^ 

Es sei also zuerst F(x) = 0. Dann haben wir 9 (x) = a/W 

und ^ (ic) = TT f(x). Es werden also die beiden Curven gleich 

sein, und wir haben daher für die Functionen (p und ^ nur den 
Verlauf einer Curve von — 00 bis -f- <» zu betrachten. Diese 
Curve ist unmittelbar gegeben von bis c. Man erhält sie von c 
bis 2 c, indem man das Stück von bis c zuerst um die Ordinate 



200 Fünfter Abschnitt. Elasticität. 

von X = c, dann um die Abscissenaxe umkehrt. Der Verlauf von 
bis 2c wiederholt sich periodisch sowohl nach der positiven, als 

Fig. 26. 





nach der negativen Seite. Die Curve schneidet die Abscissenaxe 

für rc = 0, für rc = c und für jedes positive und negative Vielfache 

von c. Der Verlauf von bis oo stellt die Function g>, der Verlauf 

von c bis — 00 die Function ^ dar. Betrachten wir zwei Zeiten, 

T c 
die sich um — = - unterscheiden, so haben wir 

71 = (p(x -}- at) -}- t(oo — «Ol 

71^ = (p{x -{- (X,i -^ c) ^ llf{X -\- (X,t — c) 

•= tp{x -\- at '\- c) -{- flf{x — at -{- c). 

Es nimmt aber, wenn man die Abscisse um c vermehrt oder ver- 
mindert, sowohl die Curve (p als die Curve i\} die doppelt umge- 
kehrte Lage an. Dasselbe muss also auch 
^' ' bei ri stattfinden, wenn das Argument um c 

sich ändert. Nach der halben Periode ist da- 
her die Lage der Saite zwiefach umgekehrt, 
von oben nach unten und von vom nach hinten. 

Setzen wir zweitens/ (a;) = 0, so wird 9 (aj) = -|- n" / -^(^) ^ ^ 



X 

1 r 
und 7lf{x) =• '— — I F(x)dx. Dann sind also zwischen und c 

Ü 

die beiden Curven einander entgegengesetzt. Durch doppelte üm- 
kehrung des Stücks von ^ zwischen und c erhalten wir den Ver- 
lauf von (p zwischen c und 2 c. Derselbe hätte sich hier auch 
ergeben, wenn man das Stück von qp zwischen und c einfach um 
die Ordinate von x = c umgekehrt hätte. Der weitere Verlauf 
von q) ist dann periodisch mit der Periode 2 c. Man erhält femer 
^ für negative Abscissen, indem man die Curve q> zuerst um die 
Ordinatenaxe und dann um die Abscissenaxe umkehrt, oder indem 
man das Stück von ^ zwischen und c einfach um die Ordinaten- 
axe umkehrt und darauf den Verlauf von c bis — c periodisch 
nach der negativen Seite der Ahscisseii wiederholt Betrachten 
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wir auch hier zwei Zeiten, die sich um die halbe Schwingungsdauer 
unterscheiden, so haben wir 

Tji = q)(x -\- at -{- c) -\- 'tlf(x — cct — c) 
= 9)(;r -f- a* + c) -f- ^(x — at -{- c). 



Fig. 28. 



fW 




^c 




Hier nimmt aber bei der Vermehrung der Abscisse um c sowohl 

die Curve 9 als die Curve ^ die einfach (um die Parallele zur 

Fig. 29. Ordinatenaxe) umgekehrte Lage an. Dasselbe 

gilt also von 1^, wenn das Argument um c ver- 
mehrt wird. D. h. nach Ablauf der halben 
Schwingungsdauer ist die Gestalt der Saite 
einfach umgekehrt von vom nach hinten. 




§.77. 

Lösung von Daniel Bemoulli. Sohwingungsknoten. 

Wir wollen jetzt das Problem nach unserer frühern Methode 
der partiellen Differentialgleichungen behandeln. Die Aufgabe ist 
ausgesprochen in den vier Gleichungen 



(1) 

(2) 



Ö»5_ 

n = 



«« 



8«»' 



H = ^(-) 



für t = 0, 
t.— O, 
„ X = und tat X = c. 



» 



(3) • 

(4) 71=0 

Wir nehmen also wieder particuläre Auflösungen und suchen 
durch Verallgemeinerung derselben den allgemeinen Ausdruck zu 
finden, welcher zugleich den gegebenen Bedingungen angepasst isi 
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Wir können wieder die Exponentialform nehmen, nemlich 6^« + >^', 

und dann müsste u« = «2^2 also A = + - sein. Wir haben 

danach die beiden particulären Lösungen e**^" ^ und ^^^ ^ >', 
die wir mit Gonstanten multipliciren und dann addiren, also 

Wenn hierin rr = gesetzt wird, soll dieser 

Werth auch gleich Null werden, und es muss deshalb -- m =^ n 

sein, also die particuläre Lösung m&^* 






fix fix] 

ea — e Tl. Soll dieser 



Werth auch für x = c verschwinden, so ist das bei reellen Grössen 
nicht möglich. Wir müssen deshalb die Exponentialgrösse n in 
trigonometrische Functionen übergehen lassen, indem wir fiV — 1 
statt fi setzen. Dann haben wir 

a 

Damit hier der Werth verschwinde für a? = c, braucht nur 

— gleich einem Vielfachen von Jt genommen zu werden, also 



a 



?— == njr. Indem man noch die Exponentialgrösse e^<V-T auflöst, 

OS 

erhält man die beiden particulären Lösungen 

An COS 1 . Sin X, 

c c 

und Bn stn 1 . stn — ^, 

c c 

in denen n eine beliebige positive ganze Zahl ist Negative ganze 
Werthe von n geben nichts Neues, da sie höchstens auf das Vor- 
zeichen Einfluss üben. Man kann also je eine particuläre Lösung 
mit negativem n zusammenfassen mit der entsprechenden Lösung, 
in der n positiv ist, da die Coefficienten Ä und B vorläufig noch 
beliebig sind. Addiren wir die beiden particulären Lösungen und 
bilden eine unendliche Reihe, indem für n alle positiven ganzen 
Zahlen gesetzt werden, so haben wir 

/TN ^f A nun. , ^ . nan \ . nn 
(I) iy = X I ^„ cos t -{- Bn stn t\sin — x. 

Dieser Ausdjruck für ri muss noch den Bedingungen (2) und (3) 
genügen. Wir erhalten durch DiflFer^ntiation 
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dri a^-^/ j, . nax . , ^ wajr A . wjr 

:r-r = — > . I —nAnStn 1 -\- nBn cos t ]sin — x. 

dt c ;~Y c ' c J c 

In dieser Gleichung und in (I) ist ^ = zu setzen, und es muss 
dann zur Erfüllung der Bedingungen (2) und (3) 

00 

f(x)=2j^nSin — x, 

n=l 

00 

F(x) = — ^nBnStn — x • 

sein. Entwickelt man also f(x) und F(x) nach Fourier in Reihen, 
die nach den Sinus der Vielfachen von — fortschreiten, so ergeben 
sich durch Vergleichung die Coefficienten 

r. 

An = - I /(A) sin — A flf A, 

(II, "• , 

nanj ^ ^ c 



CC7C 

Damit rj für t und ^ + T denselben Werth erhalte, muss T — = 2 itt 

' c 

2c 
sein, und die Periode ist also T = — Aus der hier vorliegenden 

Form der Lösung ergibt sich aber auch die Möglichkeit, dass statt 
der ganzen Schwingungen nur partielle Schwingungen vorkommen, 
weil ja einzelne Glieder in regelmässiger Wiederholung ausfallen 
können. Fallen z. B. alle Glieder weg, bei denen n nicht durch m 
theilbar ist, so ist in dem niedrigsten Gliede w == w, im zweiten 

n = 2 m u. s. w., und für T haben wir die Gleichung T = 2 jt, 

2c 
also T = Ist dies der Fall bei der Saite, so bilden sich so- 

genannte Schwingungsknoten, d. h. Punkte, in welchen die Schwin- 
gungen sich gegenseitig aufheben. Dann sind nemlich die Werthe 

Fig. 30. von ?? = 0, für welche — x = JiTt und also 

X = — , wo Ä die fortschreitenden ganzen 
Zahlen von bis m darstellt. Also wenn 



'f=^' 
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w = 3 ist, so sind (ausser und c) die Punkte für die Abscissen 

c 2c 

- und — unbeweglich. 

Für die Longitudinalschwingungen würden wir ein ganz ähn- 
liches Resultat erlangen. 



§. 78. 

Gesohiohte des Problems« 

Die Geschichte dieses Problems der schwingenden Saiten*) ist 
besonders wichtig für die historische Entwicklung der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen. Der allgemeinen Lösung gingen 
specielle Lösungen voraus. So hatte schon Taylor die Bemer- 
kung gemacht, dass man für eine gewisse anfängliche Gestalt der 
Saite die Schwingungen leicht bestimmen könne, nemlich wo sich 
die Reihe auf ein einzelnes Glied reducirt und also z. B. alle Coeffi- 

cienten bis auf ^„ gleich werden. Dann ist 'n=A cos 1 sin — x 

c c 

und der ursprüngliche Werth, wenn ^ = 0, ist jy = Äsin — x. 

Diese Curve nannte man damals eine Trochoide, welcher Ausdruck 
jetzt freilich nicht mehr gebräuchlich ist. Man kannte also die 
Lösung, wenn die anfangliche Gestalt eine Trochoide war. Dann 
behielten alle Verrückungen immer dieselben Verhältnisse, und 
Taylor hatte eigentlich eine Particularauflösung. 

Dann kam die Auflösung von d'Alembert, welche ungefähr 
diejenige ist, die wir zuerst entwickelt haben. Diese Auflösung 
commentirte Euler und behauptete, dass sie in grösserer Aus- 
dehnung gelte, als d'Alembert angenommen habe. Dieser hatte 
nemlich gesagt, dass in der allgemeinen Lösung die beiden Func- 
tionen g) und t in ihrer ganzen Ausdehnung nach demselben Ge- 
setz ausgedrückt sein müssten, selbst wenn die Function über das 
ursprüngliche Gebiet der Variabein fortgesetzt werde. Und er 
glaubte, dass (p und ^ in seiner Lösung für alle ihre Argumente 
nach demselben mathematischen Gesetz sich entwickelten. Da- 
gegen sagte Euler richtig, dass man der Differentialgleichung ge- 

*) Man vergleiche: Biemann, lieber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Beihe. (Abhandlungen der Königl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen. Bd. 13. — Biemann's Werke. S. 213 ff.) 
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riügen könne durch irgend welche Functionen von x -\- at und 
X — at, so dass diese also gar nicht durch dieselben mathematischen 
Gesetze durchweg dargestellt zu werden brauchten, sondern stellen- 
weise auch verschiedene Gesetze befolgen könnten. Hierüber wurde 
zwischen ihnen beiden vielfach hin- ^und hergestritten, obgleich der 
Einwurf von Euler gar keine weitere Erwiderung zuliess. 

Fast gleichzeitig kam Daniel BernouUi mit seiner Auflösung, 
indem er solche particuläre Auflösungen nahm, wie wir sie zuletzt 
behandelt haben. Er behauptete, dass er in einer Reihe unendHch 
viele Constanten habe und also durch deren passende Bestimmung 
die Summe der Reihe einer willkürHchen Function anpassen könne. 
G^gen diese Behauptung erhob sich Euler und sagte, dass eine 
solche nach Sinus fortschreitende Reihe nicht einer beliebigen 
Function angepässt werden könne, da ja die Function z. B. in einer 
Strecke eine Ellipse und dann auf einmal eine Hyperbel sein könnte. 

Um diesen Streit zu schlichten, fasste Lagrange die Sache 
von einem andern Gesichtspunkte auf, indem er einen elastischen 
Faden mit massiven Punkten betrachtete und die Bewegungen 
dieser einzelnen Massen zu bestimmen suchte. Dann hing das 
Problem nicht von einer partiellen DiflFerentialgleichung ab, sondern 
von einer Reihe von gewöhnlichen DifiFerentialgleichungen. Für 
jeden der w Punkte hatte er eine besondere DiflFerentialgleichung, 
und in jeder derselben kamen immer drei zusammenliegende ij vor, 
nemlich ausser dem gesuchten noch die beiden rj für die benach- 
barten Punkte. Diese Differentialgleichungen suchte er zu befrie- 
digen, so dass die Integrale den ursprünglichen Verrückungen und 
Geschwindigkeiten entsprachen. In den Integralen der nDifieren- 
tialgleichungen hatte er 2 n Constanten und dafür also durch die 
ursprüngliche Verrückung, und die ursprüngliche Geschwindigkeit 
jedes einzelnen Punktes auch 2 n gegebene Werthe. Hierbei löste 
Lagrange das Problem, durch eine endliche Sinusreihe von be- 
liebig vielen Gliedern eine Function für eben so viel Werthe dar- 
zustellen, wie wir es zu Anfang dieser Vorlesung gethan haben. 
Dann suchte er durch eine geometrische Construction die Gestalt 
des Polygons für jeden Augenblick zu bestimmen, wie es sich für 
die w einzelnen Punkte herausstellte. Er fand, dass das Polygon 
zu irgend einer Zeit aus den beiden gegebenen Polygonen für die 
Anfangsverrückung und Anfangsgeschwindigkeit sich so darstellen 
liess, wie d'Alembert dieCurven für seine Losung gefunden hatte. 
Zum Schluss sagte er, dies lasse sich ausdehnen auf eine unend- 
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liehe Anzahl von Punkten und demnach gelte nach seinem Resul- 
tat Euler's Ansicht über die Lösung von d'Alemberi Er ent- 
wickelte also Ausdrücke von endlicher Gliederzahl und machte erst 
in dem abgeleiteten Gesetz den Uebergang zum Unendlichen. Hätte 
er nur in der Entwicklung und in den Formeln selbst das n = oo 
gesetzt, so wäre er auf die Lösung von Daniel BernouUi ge- 
kommen. Er hatte aber wie Euler die Meinung, dass man eine 
beliebige Function nicht in eine unendliche Reihe von Sinus auf- 
lösen könne. Keineswegs hat er, wie Poisson und andere neuer- 
dings sagen, jede nach abwechsehiden Gesetzen fortschreitende 
Curve in eine solche Reihe zu entwickeln versucht, denn sonst 
hätte er doch auch sicher den ihm bekannten Einwurf von Euler 
widerlegt, wenn auch nur in irgend einem Beispiel. 

Dieser Fortschritt wurde erst nach 40 Jahren (zuerst 1807) 
von Fourier gemacht. Dieser hätte eigentlich nur den Muth, das 
Unendliche gleich in die Entwicklung einzusetzen. Bei der neuen 
Formel verwunderte sich Lagrange und wollte sie nicht gelten 
lassen, wie in einigen Blättern in seinen Manuscripten auf der 
Pariser Bibliothek sich deutlich zeigt. Poisson citirt für seine 
Behauptung, dass Lagrange schon die allgemeine Entwicklung 
nach einer Reihe von Sinus gemacht habe, 5 mal eine Stelle von 
ihm, welche doch in der That nur das Eigenthümliche hat, dass 

Lagrange dabei statt des Zeichens ^ ein / zur Summation einer 

endlichen Anzahl von Gliedern gebraucht, während er sich ausdrück- 
lich gegen den unendlichen Werth von n ausspricht. Poisson 
hat das Verdienst von Fourier nur aus Eifersucht gegen ihn in 
Abrede gestellt, obgleich dasselbe eigentlich nicht bedeutend war. 
Das Material lag schon vollständig vor, nur war der Schritt in 
vierzig Jahren nicht versucht. 

Also hatte d'Alembert vollkommen Recht, dass man das 
Problem nur lösen könne, wenn die Curve sich auf gleiche Weise 
fortsetzte, denn dies ist eben das Wesen der Entwicklung einer 
Function in eine Sinusreihe. Sie stellt jenseits der Grenzen die 
Wiederholung der Periode dar, welche innerhalb der Grenzen liegt. 
Aber Euler und BernouUi haben ebenfalls vollkommen Recht. 
Es kam die Meinungsverschiedenheit daher, dass man die Ent- 
wicklung von Fourier nicht kannte. Früher bezeichnete man 
eine Curve, welche zum Theil einem Gesetze, zum Theil einem an- 
dern gehorcht, welche also immer verschiedene Arten von Curven 
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darstellt, als discontinuirlich. Mit diesem Worte bezeichnet man 
jetzt etwas ganz Anderes, und mit Recht. Denn die frühere Dis- 
continuität löst sich nach einer allgemeineren Function in eine 
Continuität auf, weil eine höhere Function in verschiedenen Theilen 
verschiedene Curven darstellen kann. Dieser Begriff von Discon- 
tinuität kommt in älteren Schriften häufig vor. 

Dass Lagrange durchaus nicht seine Betrachtungen auf das 
Unendliche ausgedehnt, sondern nur aus dem unendlichen Polygon 
einige allgemeine Eigenschaften abgeleitet hat, zeigt sich auch aus 
seiner Behandlung des Problems des schwingenden Fadens, wo er 
denselben ebenfalls in Theile theilte und die Massen in die einzelnen 
Theilpunkte legte. Auch bei diesen Pendelschwingungen gelang 
es ihm, den Ort jedes einzelnen Punktes zu bestimmen auf ähnliche 
Weise, wie er unser jetziges Problem behandelte. Doch ging er 
nicht so weit, dass er daraus die Gesetze für einen continuirlichen 
Faden abgeleitet hätte, weil die Formeln für den discontinuirlichen 
Faden sich nicht so einfach zeigten. Man vergleiche Lagrange, 
Mecanique analytique Tome L Partie II. Sect. VI. §. III*) und den 
Aufsatz: Des oscillations d'un fil fixe par une de ses extremites, 
et Charge d'un nombre quelconque de poids**), wo man leicht den 
Ausdruck verallgemeinern kann. 



II. Allgemeine Theorie der Schvv^ingungen elastischer 

fester Körper. 

§.79. 

Die partiellen Difi^rentialgleichungen für das Innere 
des Körpers und die Oberflächen -Bedingungen. 

Wir haben bisher die Schwingungen elastischer fester Körper 
betrachtet, die nur in einer Dimension eine endliche Ausdehnung 
haben. Es läge also nahe, zu solchen Körpern überzugehen, deren 
Ausdehnung in zwei Dimensionen endlich, in der dritten aber un- 
endlich klein ist, zu elastischen Platten, üeber die Schwingungen 



*) Edition 3. publice par Bertrand, pag. 362. 

*) Miscellanea Taurinensia. Tomas III. pag. 242. 
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solcher Platten hat zuerst Sophie Germain geschrieben, und 
zwar in drei Abhandlungen, die sie in den Jahren 1811 bis 1815 
der Pariser Akademie einreichte. Diese Arbeiten sind nicht ge- 
druckt Erst in den Jahren 1821 und 1826 hat die Verfasserin 
ihre weiteren Untersuchungen in zwei Schriften verölFentUcht. 
Eine Würdigung dieser Arbeiten und die Berichtigung der Theorie 
finden wir in einem Aufsatze von Kirchhoff im 40. Bande von 
Crelle's Journal. 

Wir wenden uns sofort zu der Betrachtung des allgemeinsten 
Falles, nemlich von Körpern, die in jeder Richtung eine endliche 
Ausdehnung besitzen. Bei der Untersuchung der Bewegung eines 
solchen Körpers kommen zunächst in Betracht die auf die Masse 
wirkenden äusseren Kräfte, dann die Zug- oder Druckkräfte, welche 
auf die Oberfläche ausgeübt werden, und endlich die durch die 
Formveränderung hervorgerufenen inneren elastischen Kräfte, 
welche die Moleküle des Körpers in die Lage zurückzuführen 
streben, in der sie bei der Abwesenheit aller Einwirkungen im 
Gleichgewicht sein würden. 

Die Untersuchung des Bewegungszustandes lässt sich auf die 
des Gleichgewichts zurückführen, indem wir das Princip d'Alem- 
bert's anwenden. Danach halten die resultirenden bewegenden 
Kräfte, im entgegengesetzten Sinne genommen, den wirklich ein- 
geprägten Kräften das Gleichgewicht. Es gehe nun ein Punkt des 
Körpers, der in der Ruhelage die rechtwinkligen Coordinaten x^ j/, z 
hatte, in Folge der auf ihn einwirkenden Kräfte in eine unendlich 
wenig abweichende neue Lage über, die zur Zeit i durch die 
Coordinaten ^ + w, y-f"^» z -\- w bestimmt werde. Dann sind 
die resultirenden bewegenden Kräfte, welche auf die in dem Punkte 
concentrirt gedachte Masse m parallel den Coordinatenaxen wirken, 

resp. mTT^.m^^m -^- Diese sind also mit entgegengesetztem 

Zeichen versehen den Componenten der eingeprägten Kräfte hinzu- 
zufügen. Es kommt aber auf dasselbe hinaus, wenn man die ge- 
nannten Beiträge zu den Componenten irgend einer der eingepräg- 
ten Kräfte heranzieht. Sind also m X', m Y\ m Z' die Componenten 
der äusseren Kräfte, welche parallel den Coordinatenaxen auf das 
Massenelement m im Punkte {x^ y, z) wirken, so hat man statt dieser 
Componenten in Rechnung zu bringen 
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TT/ Ö^^ TT 



mZ' 



dP 



und dann die Bedingungen des Gleichgewichtes aufzustellen. 

Zu dem Ende zerlegen wir den Körper in Elemente von un- 
endlich kleinen Dimensionen, und zwar durch Ebenen, die recht- 
winklig gegen die Coordinatenaxen liegen. Die Form eines solchen 
Körperelementes ist verschieden, je nachdem seine Oberfläche ganz 
im Inneren des Körpiers liegt, oder ein Theil derselben in die Ober- 
fläche des Körpers fällt. Im ersten Falle ist das Körperelement 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon. Hat der dem Anfangspunkte 
der Coordinaten zunächst gelegene Eckpunkt die Coordinaten 
x^ y^ z^ so stossen in ihm drei Kanten zusammen von der 
Länge dar, cüy, dz. Im andern Falle ist das Körperelement (all- 
gemein zu reden) eine dreiseitige Pyramide, deren Basis ein in 
der Oberfläche des Körpers liegendes unendlich kleines krumm- 
liniges Dreieck ist, und deren Spitze im Innern des Körpers un- 
endlich nahe an der Oberfläche liegt. Sind x^ y, z die Coordinaten 
der Spitze, so haben die drei Seitenkanten die Länge dx^ dy^ dz. 
Für jede dieser beiden Arten von Körperelementen sind die Gleich- 
gewichtsbedingungen besonders aufzustellen. 

Betrachten wir zunächst ein Körperelement im Innern, also 
(Fig. 31) ein Parallelepipedon mit den rechtwinklig auf einander 
stehenden Kanten dx^ dy^ dz. Der dem Coordinaten -Anfang zu- 

Pig. 31. 
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nächst gelegene Eckpunkt habe die Coordinaten rr, y, z. Auf jede 
Seitenfläche des Parallelepipedon wirkt eine elastische Kraft, deren 
Angriffspunkt wir in der Mitte der Fläche annehmen. Rechtwink- 
lig zur Axe der x liegen zwei Seitenflächen, jede vom Inhalte dydz. 
Die eine geht durch den Punkt (.t, y, z)^ die andere durch den 
Punkt {x '\- dx^ y, z). Auf die erste dieser Seitenflächen wirkt 
eine elastische Kraft, deren Componenten parallel den Coordinaten- 
axen wir bezeichnen mit 

— Xx.dydz^ —Yx^dydz^ — Z^ >dydz. 
Dass die Kräfte dem Inhalte des Flächenelementes proportional 
genommen werden, auf welches sie wirken, bedarf keiner besondem 
Auseinandersetzung. Die Factoren, mit welchen der Inhalt des 
Flächenelementes multiplicirt ist, sind so bezeichnet, dass der 
grosse Buchstabe die Richtung der Componente angibt, der an- 
gehängte Index die Normale der Fläche, auf welche die Kraft wirkt. 

Auf die Seitenfläche vom Inhalte dydz^ welche rechtwinklig 
zur X'AxQ durch den Punkt (x -^ dx^ y, z) geht, wirkt eine elasti- 
sche Kraft, die sich — dem vorher Gesagten entsprechend — in die 
Componenten zerlegt 
+ (Xx)x^d9 . dydzy + ('^x)x+dx . dydz, + (Zx)x^dx • dydz. 

Wir verlegen den Angriffspunkt dieser elastischen Kräfte in 
den Mittelpunkt des Parallelepipedon. Abgesehen von den dabei 
entstehenden Kräftepaaren, die nachher besonders untersucht wer- 
den sollen, ergeben sich dann die folgenden Componenten, resp. 
parallel den Axen der x^ der y, der z 

-^— ^ • dxdydz^ -^— ^ • dxdydz^ -^-^ • dxdydz. 
o X X ex 

In derselben Weise behandeln wir die Componenten der elasti- 
schen Kräfte, welche auf die beiden zur y-Axe rechtwinkligen Ober- 
flächen wirken. Es ergeben sich daraus parallel den Coordinaten- 
axen die im Mittelpunkte des Parallelepipedon angreifenden 
Componenten 

•-^ ' dxdydz, -^ ^ dxdydz, -^^ - dxdydz 

i/ ij %/ 

und daneben Paare, die nachher besonders zu betrachten sind. 

Endlich kommen die elastischen Kräfte in Frage, welche auf 
die beiden zur ^jr-Axe rechtwinkligen Oberflächen wirken. Sie setzen 
sich im Mittelpunkte des Parallelepipedon zusammen zu den den 
Coordinatenaxen resp. parallel gerichteten Componenten 
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-^'dxäyäz, -^ -dxdydz, -^ -dxdydz, 

und die dabei auftretenden Paare sollen ebenfalls nachher berück- 
sichtigt werden. 

Die auf das Parallelepipedon wirkenden äusseren Kräfte haben 
wir in die Componenten zerlegt 

pX' . dxdydz^ pF' . dxdydz, qZ' . dxdydz^ 

wenn mit q die Dichtigkeit bezeichnet wird. Indem wir also wie 
vorher setzen 

dP ~ ' ■ dP ~ ' dP~ ' 

ergeben sich die folgenden Bedingungen dafür, dass der Mittel- 
punkt des betrachteten Körperelementes im Gleichgewicht bleibe: 

-^ , 8_X^ 8Zy , 8Z^ 
^ ^ dx ^ dy ^ dz 

^ ^ ^ ^ dx ^ dy ^ dz 

^ ^ dx ^ dy ^ dz 

Soll aber das Körperelement um seinen Mittelpunkt auch keine 
Drehung erleiden, so sind noch die Drehungsmomente der Kräfte- 
paare gleich Null zu setzen, die von der Verlegung der Angriffs- 
punkte herrühren. Dabei kommen nur die elastischen Kräfte in 
Betracht, da die auf die Masse des Körperelementes wirkenden 
äusseren Kräfte von vorn herein in seinem Mittelpunkte angreifen. 
Die Kräfte — Xx . dydz und (Xx)x+dx • dydz sind nur in ihrer 
eigenen Richtung verschoben, sie liefern also kein Paar, ebenso die 
Kräfte — Yy . dxdz und (Yy)y + dy - dxdz^ und endlich — Zz . dxdy 
und (Zi^tj^dz .dxdy. Von den übrigen zwölf Componenten rühren 
dagegen Paare her, nemlich 

erstens von den Kräften, welche auf die zur x-kxQ rechtwinkligen 
Flächenelemente wirken: 
ein Paar mit dem Moment -|- Yx dy dz . dx in einer Ebene 

rechtwinklig zur jsf-Axe, 
ein Paar mit dem Moment -- Zx dydz . dx in einer Ebene 
rechtwinklig zur y-Axe; 
zweitens von den Kräften, welche auf die zur y-Axe recht* 
winkligen Flächenelemente wirken: 

U* 
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ein Paar mit dem Moment — Xydxdz . dy in einer Ebene 

rechtwinklig zur je^-Axe, 
ein Paar mit dem Moment + ^y dx dz . dy in einer Ebene 

rechtwinklig zur a:-Axe; 

drittens von den Kräften, welche auf die zur iSr-Axe rechtwink- 
ligen Flächenelemente wirken: 
ein Paar mit dem Moment -j- X* dx dy . dz in einer Ebene 

rechtwinklig zur y-Axe, 
ein Paar mit dem Moment — Ygdxdy . dz in einer Ebene 
rechtwinklig zur ic-Axe. 

Das Vorzeichen der Momente ist übereinstimmend genommen 
mit dem Sinn der Drehung, welche das betrefiFende Kräftepaar her- 
vorbringen würde. Dabei ist zu bemerken, dass wenn man sich 
der Reihe nach auf der positiven Seite der Coordinatenaxen auf- 
stellt, eine positive Drehung auf dem kürzesten Wege aus der 
Richtung der positiven x in die Richtung der positiven t/, aus der 
Richtung der positiven y in die Richtung der positiven z^ aus der 
Richtung der positiven z in die Richtung der positiven x führt. 

Nimmt man die Paare zusammen, die in derselben Ebene liegen 
und drückt die Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung 
aus, so findet sich 

Ay = Xx^ 
(2) F, = Zy, 

Zjx = Ajg, 

Nachdem wir in den Gleichungen (1) und (2) die Bedingungen 
für das Gleichgewicht eines Körperelementes im Innern des elasti- 
schen Körpers gefunden haben, betrachten wir ein Element an der 
Oberfläche, also eine dreiseitige Pyramide, deren Spitze in dem un* 
endlich nahe an der Oberfläche gelegenen inneren Punkte (o?, y, z) 
sich befindet, deren Seitenkanten dx^dy^dz sind und deren Basis 
vom Flächeninhalt dö in der Oberfläche des Körpers liegt. Die auf 
dem Oberflächenelemente d(S von aussen nach innen errichtete 
Normale schliesse mit den positiven Coordinatenaxen Winkel ein, 
deren Cosinus resp. a, /3, y sein mögen. Durch d 6 und diese drei 
Cosinus lässt sich der Inhalt der drei Seitenflächen der Pyramide 
ausdrücken. Es ist nemlich — d <J . a der Inhalt der Seitenfläche, 
die rechtwinklig zur a;-Axe liegt, — dö . ß der Inhalt der Seiten- 
fläche rechtwinklig zur j/- Axe, — dö .y der Inhalt der Seitenfläche 
rechtwinklig zur jgr-Axe. Zerlegt man die auf die Seitenflächen 
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wirkenden elastischen Kräfte in die den Coordinatenaxen parallel 
gerichteten Componenten, so findet sich als Gesammtcomponente 
parallel der x-Axe 

-j- (x,d6Xx -f- ßd^Xy + ydöXg^ 
parallel der y-Axe 

-i-ocdöYa;^-\- ßdöTy -{-ydöYs, 

parallel der jgr-Axe 

.-j-adöZa. -]- ßdöZy -\- ydöZ,. 

Auf das Oberflächenelement d ö sollen Zug- oder Druckkräfte 
wirken, deren Componenten parallel den Axen resp. 

dö , S, d0 . H, dö . Z 

sein mögen. Diese sowohl als auch die vorher betrachteten Com- 
ponenten der auf die Seitenflächen wirkenden elastischen Kräfte 
sind von derselben Ordnung wie do. Gegen dö ist aber das Massen- 
element der Pyramide unendlich klein, und daher können die Com- 
ponenten der äusseren auf die Masse wirkenden Kräfte, welche von 
der Ordnung dieser Masse sind, hier vernachlässigt werden. Wir 
erhalten demnach, bei Unterdrückung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors d<J, die folgenden Bedingungen für das Gleichgewicht des 
Körperelementes an der Oberfläche 

S + aX. + ßXy + yXg==0, 
(3) H+aYx + ßYy + yY, = 0, 

Z + ccZx + ßZy-^yZ, = 0, 

§. 80. 

Die elastisohen Kräfte. 

Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, die elastischen 
Kräfte selbst zu untersuchen. Eine elastische Wechselwirkung 
findet nur zwischen unendlich nahe gelegenen Molekülen statt. Und 
wir beschränken die Untersuchung auf den Fall, dass die Aenderung 
der Entfernung, welche zwei solche Moleküle in Folge ihrer 
elastischen Wechselwirkung erleiden, unendlich klein ist im Ver- 
gleich zu ihrer ursprünglichen Entfernung. 

Wir legen durch das Innere des Körpers irgend eine Fläche 
und wollen die elastischen Kräfte betrachten, welche auf ein Ele- 
ment d 6 dieser Fläche wirken. Zu dem Ende nehmen wir zwei 




M 
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unendlich nahe gelegene Moleküle Mund M^ auf entgegengesetzten 
Seiten von d6. Das Molekül Jf befinde sich ursprünglich im Punkte 

Fig. 32. (^' y^ ^^' ^1 ^^ Punkte (a;„ yi, ifi), und es 

sei Oa = ä; + ^r, yi = y -f- Ä, jgTi = ;sf + ÄJ, 
so dass ^, A, Ä; der Voraussetzung gemäss un- 
Mi endlich kleine Grössen bezeichnen. In Folge 
der einwirkenden Kräfte geht M in die neue 
Lage {x -\- u^ y -\- Vy SS -\- w\ Mi in die neue 
Lage {xi -\- Ml, j/i -f- Vi, Zi -\-'Wi) über, und 
es sind w, v, to, Wi, Vi, i^x unendlich klein. 
Dann sieht man leicht, dass die Diflferenzen u^ — w, Vi — v^Wi — w 
unendlich klein in zweiter Ordnung sind. Man erhält nemlich 
Ml, i;i, Wi aus w, i;, u\ indem man a?, j/, -^ in a^i, yi, Zi übergehen 
lässt. Also ist nach Taylor 's Lehrsatze 

^ 8a; ' 8y ' 8;3f' 

^ 8ä; ' 8y ' 8;Sf 
8m? , , 8m? , , 8m? 

Die GHeder auf der rechten Seite ''sind unendlich klein in 
zweiter Ordnung. Alle weiteren Glieder der Entwicklung sind in 
Producte der Grössen g, ä, Je multiplicirt und verschwinden also 
gegen die ersten Glieder, die ^, ä, h Uneär enthalten. 

Die Wirkung, welche Mi und M auf einander ausüben, denken 
wir uns parallel den Coordinatenaxen zerlegt und betrachten zu- 
nächst die Componente parallel der x-Axe. Diese ist eine Func- 
tion von M, t;, M?, Ml, Vi, t(7i, und zwar eine lineare Function, weil 
alle nichtlineären Glieder gegen die linearen unendlich klein sind 
und daher vernachlässigt werden können. Also ist die Componente 
parallel der a;-Axe eine lineare Function von m, «;, m? und von den 
nach x^ t/, genommenen ersten Derivirten dieser drei Grössen. 
Summirt man über alle Jlf, die auf der einen, über alle Jtfi, die 
auf der andern Seite von döin unendlich kleiner Entfernung liegen, 
so erhält man die Componente der elastischen Kraft, welche parallel 
der x-Axe auf das Flächenelement dö wirkt, und diese Componente 
ist ebenfalls eine lineare Function von m, v, t«? und den ersten 
Derivirten dieser Grössen. Nehmen wir do rechtwinklig zur a;-Axe, 
so ergibt sich hiernach 
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H-ö^+^i^ + J^ 



d V 
dz 



dw 

87' 



Dieser Ausdruck vereinfacht sich aber noch. Zunächst ist 
klar, dass Xx = sein muss, wenn gar keine Verschiebung der 
Moleküle stattgefunden hat, wenn also t* = t; = i^ = ist. Daraus 
geht hervor, dass Äqq = sein muss. Nehmen wir femer u con- 
stant, t? = 0, w; = 0, so wird jedes Molekül um eine und dieselbe 
Strecke parallel der x-Axe verschoben. Die gegenseitige Lage der 
Moleküle ändert sich dabei durchaus nicht, es kann also auch 
keine elastische Kraft auftreten. D. h. es muss Äq = sein. In 
derselben Weise findet man Bq = 0, Co = 0. 

Es können aber auch keine ela- 
stischen Kräfte auftreten, wenn man, 
ohne die gegenseitige Lage der Mo- 
leküle zu ändern, den ganzen Körper 
unendlich wenig um eine feste Axe 
dreht. Dabei beschreibt jedes Mole- 
kül einen Kreisbogen, der dem Ab- 
stände von der Drehungsaxe pro- 
portional ist. Drehen wir also um 
die Axe der z und zwar um einen 
unendlich kleinen Winkel o in posi- 
tiver Richtung, so ist 



Fig. 33. 
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= 0. 
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Folglich erhält man Xx = B^ 4-B^= — Bco 4- Ba. 

^ dy ^ dx ' 

aber in diesem Falle Xx = sein muss, so findet sich B =^ B. 
Hätte man eine unendlich kleine Drehung um die y-Axe oder um 
die jgr-Axe vorgenommen, so würde sich daraus ergeben 6r = (7 
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und resp. H=F. Folglich ist Xx eine homogene Uneäre Function 
der sechs Grössen 

du d V , dw 
dv 2j£ , du 

dw du , dv 

"87' 87 8x* 

Dasselbe gilt, wie man leicht sieht, von allen übrigen Compo- 
nenten der elastischen Kräfte. 



§.81. 

Hülfösätze aus der Mechanik. Das Poteatial. 

Für die weitere Untersuchung ist es wünschenswerth, einige 
Hülfssätze aus der Mechanik ins Gedächtniss zu rufen. Bewegt 
sich ein materieller Punkt, von einer Kraft P getrieben, in der 
Richtung dieser Kraft um die Strecke ds, so nennt man bekannt- 
lich das Product P . ds die verrichtete mechanische Arbeit. Schliesst 
dagegen der durchlaufene Weg d s mit der Richtung der Kraft P 
den Winkel (p ein, so ist die Arbeit P. cos(p .ds. Der materielle 
Punkt habe die Coordinaten x, y, is. • Die Componenten der Kraft 
parallel den Coordinatenaxen seien resp. X, F, Z. Von diesen 
Componenten getrieben durchlaufe der Punkt einen Wegds, dessen 
Projectionen auf den Axen dx^ dy, dz sein mögen. Dann ist die 
geleistete Arbeit Xdx -{- Ydy -\- Zdz. 

Wir betrachten zwei Punkte m und mi, deren Coordinaten 
x^ y, z und resp. Xi^ j/i, Zi seien, und bezeichnen ihre Entfernung 
mit r. Zwischen diesen beiden Punkten finde in der Richtung 
ihrer Verbindungslinie eine Abstossung/(r) statt, die nur von der 
Entfernung r abhängig ist In Folge dieser abstossenden Kraft 
möge gleichzeitig m in die neue Lage (a; -f- tf rc, y -f- Äy, ^ -f" *^) 
und mi in die neue Lage {xi -\- dxi^ j/i -|- dyi, Zi -f- dzi) gelan- 
gen. Wir bezeichnen mit dr den auf ntim projicirten Weg des 
Punktes m, mit Äj r den auf m nii projicirten Weg des Punktes mi, 
so dass also 
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dx ' 9y ^ ' 9^ 

ist. Die geleistete Arbeit ist danach 

= f(r)(Sr-\-8,r)=f(r)dr. 

Eine Anziehung <p (r) kann als negative Abstossung angesehen 
werden. Man hat also in dem Falle der Anziehung /(r) = — 9) (r) 

zu setzen. Der Ausdruck für die 



Fig. 34. 




Arbeit ist dann wieder /(r)dr. 
Wir bilden das Integral 



F(r)=ff(r)dr-\- 



const 



und bestimmen die IntegrationS' 
constante so, dass F(r) = wird, 
wenn die Punkte unendHch ent- 
fernt sind. Dann nennt man F(r) 
das Potential. Die mechanische 
Bedeutung dieser Function ist leicht zu erkennen. Es ist die 
Arbeit, die verrichtet wird, wenn die beiden Punkte unter Einwir- 
kung der Kraft f(r) aus unendlicher Entfernung in die Entfer- 
nung r gebracht werden. 

Als Beispiele führen wir eine Abstossung oder Anziehung an, 
die dem Producte der Massen direct, dem Quadrat der Entfernung 

AM ^. 

umgekehrt proportional ist. Im ersteren Falle ist/(r) = — '-^ und 

F(r) = — ?^, im andern Falle /(r) = - ^^ und F(r) 

m.mi 
r 

Hat man ein System von Punkten, von denen je zwei mit 
Kräften auf einander wirken, die in der Richtung ihrer Verbindungs- 
Unie hegen und nur von der Entfernung abhängen, so ist die Ge- 
sammtarbeit gleich der Summe der einzelnen Arbeiten, und das 
Potential des materiellen Systems auf sich selbst ist 

wenn man F(r) in Bezug auf je zwei Punkte bildet und aUe so 
erhaltenen Functionen addirt. 
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Geht ein System, für welches ein Potential vorhanden ist, aus 
einer Lage in eine andere über, so ist die dabei geleistete Arbeit 
gleich, der Aenderung des Gesammtpotentials. Die Arbeit ist 
demnach = 0, wenn jeder Punkt des Systems wieder in seine 
Anfangslage zurückkehrt Daraus geht ohne weiteres hervor, 
dass die Arbeit, welche bei der Ueberführung eines Systems aus 
einer Lage in eine andere geleistet wird, nur von der Anfangs- 
und Endlage abhängig ist, dagegen unabhängig von dem Wege, auf 
welchem die Ueberführung stattgefunden hat. Denn es sei P die 
Arbeit, wenn das System auf einem bestimmten Wege aus der An- 
fangs- in die Endlage gebracht wird, Pj die Arbeit, wenn das- 
selbe auf einem zweiten Wege geschieht. Bringt man dann das 
System auf dem ersten Wege aus der Anfangs- in die Endlage und 
danach auf- d«m zweiten Wege zurück aus der Endlage in die 
Anfangslage, so ist die geleistete Arbeit P — Pi. Diese muss 
aber = sein, da jeder Punkt in seine ursprüngliche Lage zurück- 
geführt ist. 



§. 82. 

Das Qesammtpotential aller auftretenden Kräfte. 

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns wieder zu unserer 
eigentlichen Aufgabe. Wir suchen die mechanische Arbeit, die 
verrichtet wird, wenn jedes Molekül des elastischen Körpers eine 
unendlich kleine Verschiebung erleidet. Für den Punkt (x^ y, a) sei 
diese Verschiebung du parallel der a;-Axe, 8v parallel der y-Axe, 
öw parallel der ^-Axe. Dann erhält man als Ausdruck für die 
Arbeit im Innern des Körpers 

und für die Arbeit der an der Oberfläche wirkenden Kräfte 
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fdu^S + («X. + ßXy -f yX,)] dcj 

^J^dv [h+ («r, -\-ßYy + y F,)]d(J 

In dem ersten Ausdruck ist die dreifache Integration nach 
a:, y, ;sr auszudehnen über den von dem Körper erfüllten Raum. In 
dem zweiten Ausdruck ist dö ein Oberfiächenelement, und die 
Integration ist über die ganze Oberfläche des Körpers zu erstrecken. 
Der erste Ausdruck lässt noch theilweise eine Umformung zu, so- 
weit nemlich die Arbeit von den elastischen Kräften herrührt. Wir 
betrachten zunächst das Integral 



/// 



du-^-^ dxdydz. 



Der Körper habe eine solche Lage gegen das Coordinatensystem, 
dass zu allen Punkten im Innern und in der Oberfläche positive 
Coordinaten gehören. Nöthigenfalls kann man dies durch parallele 
Verschiebung der Coordinatenebenen immer erreichen. 

In der y^gr- Ebene nehmen wir ein unendlich kleines Rechteck 
von den Seiten dy, dz^ dessen einer Eckpunkt — dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten zunächst gelegen — die Coordinaten 0, y, 8 
hat (Fig. 35 a. f. S.). Ein über diesem Rechteck errichtetes gerades 
Prisma tritt in den Körper ebenso oft ein wie aus ihm heraus. Der 
Eintritt möge stattfinden an den Stellen, für welche x die Werthe a/, 
x"\ . . . ic^^^-i) hat, der Austritt dagegen an den Stellen x!\ af""^ ... 
/c(2»). Die Werthe, welche X^ und öm an den betreffenden Stellen 
besitzen, mögen durch die entsprechenden oberen Indices bezeich- 
net werden. Durch Integration nach Theilen erhält man dann 

^yä^f^ Sudx = jXi' am" -f Xi^«w'^ H h X^^«)ÄM(2n) 

— I X:c'^dx\dyd8. 

Die Integrale / -^— ^ Sudx und / ^«-^ — dx sind über alle die 

Theile des Elementarprisma zu erstrecken, welche innerhalb des 
Körpers liegen. Bezeichnen wir nun mit d ö', d ö", , , . d ö^^«) die 
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Element«, welche das Prisma bei seinem Ein- und Austritt aus der 
Oberfläche des Körpers berausscbneidet, und mit a',ß',Y'; tt",ß",y"i 

Fig. 3b. 



. . . «(*■•, /J«"', y''"> die Cosinus der Winkel, welche dieanf diJ,dö", 
. . , d«i*"> nach dem Innern des Körpers gezogenen Normalen mit 
den positiven Axen einschliessen, so ergibt sich 

dyds = «' . do' = «"' . da'" . . .= «(s»-i) . datan-» 



dydz = — a" . dö" = — «" . da" . . . = — «"") . dff<*»>. 
Beachtet man dies, so erhält man 
dydz r^Sudx ^ -"^aX^äu . da - dydis fx^^dx. 

Die beiden Integrale sind in derselben Bedeutung zu nehmen wie 
vorher. Die Summe ^ " ^zSu . da bezieht sich auf alle die Stellen, 
welche das Elementarprisma aus der Oberfläche des Körpers her- ' 
ausschneidet. Geht man dann zu der Integration nach y und 
über, so erhält man 

Die dreifachen Integrale sind über den von dem Körper ausgefüllten 
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Raum auszudehnen, das Integral f aXx8ud<S auf seine gesammte 
Oberfläche. Auf demselben Wege ergibt sich 

/ / I '■^-^dudxdyda=— I ßXySudö— I j /^y-ö — dxdyd^, 



dy 

dX, 



dy 
ddu 



I I I -'^-^8udxdydjs=— I yXgöudö'-' I I f Xg-^ — dxdydz. 



Ebenso hat man die Integrale 

dx 



ffM^+^+W)^^'y^' 



und 



f/M^ + 1 + "^y^'^'- 



dx ^ dy ' d0 

zu transformiren. Fasst man dann die hervortretenden Oberflächen- 
integrale zusammen, so erkennt man leicht, dass sie sich gegen die 
entsprechenden Glieder in dem Ausdrucke der Oberflächenarbeit 
heben* Es bleibt als Arbeit der Kräfte an der Oberfläche 

(1) f(SSu + H8v + Z8w)dö 

und als Arbeit der inneren elastisch& Kräfte 

du . ^^ ^du , ^ ^du\ 
dy ' djs 



dxdydz 



Xx8 ^ -\- Xy8 ^ 4" ^'^ 



+ r««|j+.r. 



dv , ^ j. dv 



dw 
dx 



+ ZJ^ + ZyS^-^ Z.Si 



J j j '""^""'X ' '" dx ' '"" dy ' ^'-d0 

oder einfacher, wenn man die Gleichungen (2) des §. 79 berück- 
sichtigt: 

dx ^ ' ^ \dy ' dx/ 



-///...,.J+r,.|^+r..(|j + ||) 



(2) 



+ Z,S 



dy 

dw 
de 



+ ^«ä( 



dv 
de 

dw , du 

dx'Je 



)l 



Die Arbeit endlich, die im Innern des Körpers von den auf die 
Masse wirkenden äusseren Kräften geleistet wird, ist unverändert 



(3) 



f f Pqdxdyde{X8u -\- Y8v -f Z8w). 
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Wir bezeichnen mit 

^( 8« ^v dw /du , dv\ ßv , iw\ (Zw , du\\ 

^i^«'*'«''^^' 8^' 87' W + äij' (87 + 8i;> [di + dl)) 

eine Function, deren Variation die unter dem Integral (2) mit 
dxdyde multiplicirte Klammergrösse ist. Dann lässt sich die 
Elementararbeit der inneren elastischen Kräfte auch schreiben 

(2*) ^8 r C Codxdydz, 

und es ist — / j j Odxdydz das Potential, soweit es von den 

inneren elastischen Kräften herrührt. Dass dieses Potential wirk- 
lich existirt, ist leicht einzusehen. Man hat nur zu beachten, dass 
die inneren elastischen Kräfte abstossende und anziehende Kräfte 
sind, die von der Entfernung der Moleküle abhängen. 

Das Gesammtpotential ist dann, abgesehen von einer Con- 
stanten, die dem Anfangszustande entspricht: 

— / / / *^^^y^^ + / / f(uX -j- vY-^- wZ)Qdxdyd0 



§.83. 

Die Function ^ in dem Ausdrucke für das Potential 

der elastischen Kräfte. 

Die Function O kann w, v, w nicht enthalten, weil in dd> die 
Variationen dw, öv, dw nicht vorkommen. Wir führen zur Ab- 
kürzung die Bezeichnungen ein 

du dv _,dw 

8^~^*' 87+8^ — y*-^^' 

dv _ ^WJ^^^ti • 

dy—^"^' 8^ + ^ ~ ^^ — ^" 



Dann ist 



dw du . dv _ 

d^ — ^'' 8^+8^-^^-^*- 

öO = Xa^dx^ + Yydyy + Z,d0, 

+ Xyäxy^Y,öy,^ZJisf,. 
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Da nun Xx und die übrigen Componenten homogene lineare Func- 
tionen von Xxt yyt i3z^ Xy^ ye^ 0x sind, so muss Q eine homogene 
Function zweiten Grades von denselben 6 Grössen sein. Sie ent- 

6 5 
hält 21 Constanten, nemlich 6 Coefficienten der Quadrate und --^ 

Coefficienten der doppelten Producte. Diese Coefficienten sind 
durch Experiment zu bestimmen. Setzen wir 

und berücksichtigen, dass 

8^"" " 87y~ '' dl.-^'' 



dXy *" dyz dZx 

ist, so finden sich die Componenten der elastischen Kräfte leicht 
durch DiflFerentiation, nemlich 

Xo, = 2 an iT«. + 2 «12 3/1, + 2 «la ^8^;. 
+ ^auyz + 2ai5^^+ 2ai6a?y, 
und entsprechend die übrigen. 

Die Function O lässt sich auf unendlich viele verschiedene 
Weisen in die Summe von 6 Quadraten umformen. In sehr ein- 
facher Weise geschieht dies wie folgt. Der quadratische Ausdruck 

-— («11 ^o: + «12 3/1/ + «13 ^;^ + «142/^ + «15-2^0: + «16 ^y)^ 
«11 

stimmt mit in allen Gliedern überein, die Xx enthalten. Sub- 
trahirt man also dieses Quadrat von ^, so bleibt eine homogene 
Function zweiten Grades übrig, die nur noch von 5 Variabein ab- 
hängt. Von dieser kann man wiederum einen quadratischen Aus- 
druck subträhiren, der so beschaflfen ist, dass die Differenz von der 
Variablen yy völlig befreit ist. Durch Fortsetzung dieses Verfah- 
rens wird O in eine Summe von 6 Quadraten zeriegt. 

Allgemein lässt sich jede homogene Function zweiten Grades 
von w Variabein 



n n 



in die algebraische Summe von n Quadraten verwandeln. Dies 
geschieht, indem man durch lineare Substitution für die Variabein 
li? l2? • • • Sn w neue Variable rji^ ^21 • • • Vn einführt. In den n Sub- 
stitutionsgleichungen von der Form 
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h = ^M Vi + ^M 'la + • • • 4" ^ftn Vn 
(fc = 1, 2, 3 . . . w) 

disponirt man über n^ Coefficienten. Es treten aber nur 



n(n — 1) 



1 . 2 

Bedingimgsgleichungen auf, nemlich die Gleichungen, welche aus- 
sprechen, dass nach Einführung der Variabein 17 die Producte von 
je zwei verschiedenen rj den Coefficienten haben sollen. Folg- 
lich lässt sich die Transformation in unendlich mannichfaltiger 
Weise vornehmen. In unserm Falle ist vorher als Beispiel die 
Transformation angedeutet, bei welcher Ck,»- = gesetzt ist für 

fc > i und Ck,k = 1. Danach sind noch -^ — ~ Coefficienten c 

disponibel, ebenso viel als Bedingungsgleichungen vorhanden sind. 
Hat man also über die Reihenfolge der Variabein Xx^ ffy^ Zg^ 5Jy, y,, ssx 
eine Bestimmung getroffen, so liefert jene besondere Art der Trans- 
formation nur ein Resultat. 

Es sei nun mit Hülfe irgend einer linearen Substitution die 
Function S in eine Summe von Quadraten transformirt. Zeigt sich 
dabei, dass m Quadrate mit positiven, also n — m mit negativen 
Coefficienten behaftet sind, so ist auch bei jeder andern Transfor- 
mation, die nur quadratische Glieder liefert, die Anzahl der Quadrate 
mit positiven Coefficienten w, die Anzahl der Quadrate mit negativen 
Coefficienten n — m. Diesen merkwürdigen Satz hat Sylvester 
das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen genannt*). Die 
Function heisst wesentlich positiv, wenn bei der Transformation 
in eine Summe von Quadraten sich ergibt, dass alle Quadrate 
positive Coefficienten haben, sie heisst wesentlich negativ, wenn aus 
der Transformation lauter Quadrate mit negativen Coefficienten 
hervorgehen. 

Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Constanten in der Func- 
tion O stets solche Werthe haben, dass die Function wesentlich 
positiv ist. Diese Eigenschaft der Function <& soll daher als ihr 
nothwendig zukommend angesehen werden. 



*) In Betreff des Beweises muss hier verwiesen werden auf Sylvester, 
On a Theory of the Syzygetic relations of two rational integral functions. 
Sect. lY. (Philosophical Transactions of the Boyal Society of London. 1853.); 
J a c o b i (Crelle's Journal Bd. 53) ; H e r m i t e (CreUe's Journal Bd. 53) ; B r i o s c h i 
(NouveUes Annales de Math^matiques. T. 15). 
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§. 84. 

Das Princip des Lagrange. 

Nach dem Princip des Lag ränge ist ein Körper unter der 
Einwirkung von Kräften im Gleichgewicht, wenn für irgend welche 
unendlich kleine Verschiebung die Summe der virtuellen Momente) 
d. h. die bei der Verschiebung geleistete Arbeit, = ist. 

Wir betrachten zuerst den Fall, dass auf die Masse keine 
äusseren Kräfte und auf die Oberfläche des Körpers keine Zug- 
oder Druckkräfte wirken. Dann reducirt sich das Potential auf 

— / / I Odxdyd^ und die bei einer unendlich kleinen Ver- 
schiebung geleistete Arbeit ist — dl 1 j ^dxdyda. Als Be- 
dingung des Gleichgewichtes erhalten wir also 

ä r 1 r^dxdyd0 = 0. 
Das Gleichgewicht ist stabil, wenn das dreifache Integral 



/// 



0dxdydjs 



ein Minimum ist. Der Werth dieses Integrals kann nicht negativ 
werden, da alle seine Elemente wesentlich positiv sind. Sein kleinster 
Werth ist Null, und dieser kommt nur dann zu Stande, wenn überall 

d. h. wenn an jeder Stelle des elastischen Körpers 



8« .. 


dv . dw . 


Ü »■ 


dw ,du 


If-». 


du dv 



Diesen Bedingungen .wird genügt durch die Ausdrücke 

tt = ao -f- cy — he^ 
V = bo -\- a0 — cx^ 
e =z Co -{- bx — ay. 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. 25 
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Darin spricht sich aus, dass alle Punkte drei gemeinschaftliche 
Verschiebungen parallel den drei Goordinatenaxen resp. um die 
unendhch kleinen Strecken ao, &of ^o erleiden, und dass alle Punkte 
drei gemeinschaftliche Drehbewegungen ausführen, wobei der Reihe 
nach die drei Goordinatenaxen als Drehungsaxen auftreten. Die 
bei den Drehungen von den einzelnen Punkten durchlaufenen Kreis- 
bögen sind jedesmal dem Abstände von der Drehungsaxe propor- 
tional Der Punkt, welcher in der Entfernung 1 von allen drei 
Axen liegt, durchläuft die unendlich kleinen Kreisbögen — a, — 6, — c 
resp. bei der Drehung um die Axen der a?, der y, der e. Bei einer 
solchen Bewegung bleibt aber die gegenseitige Lage der sämmt- 
lichen Moleküle ungeändert. 

Wenn also auf die Masse keine äusseren Kräfte und auf die 
Oberfläche keine Zug- oder Druckkräfte wirken, so ist die unver- 
änderte gegenseitige Lage der Moleküle die Bedingung für das 
Gleichgewicht der elastischen Kräfte. 

Wir gehen zu dem allgemeinen Fall über, dass äussere Kräfte 
auf die Masse des Körpers und Zug- oder Druckkräfte auf die 
Oberfläche wirken. Zur Abkürzung werde gesetzt 



-/// 



/// 



O dx dy dg = lö. 



{uX -(- vY -{- wZ)Qdxdydz 



-{- jd6(uS-^ vH-^-wZ) = 9. 



Das Gesammtpotential ist danach i2 -f- 9, und wir erhalten als 
Bedingung des Gleichgewichts, dass 

ö(Sl -f- @) = 

sein muss für irgend welche unendlich kleine Verschiebung. Diese 
eine Bedingungsgleichung zerfällt aber in mehrere. Man hat nur 
zu beachten , dass die Verschiebungen am, ä v, dw von einander 
unabhängig sind. Die Variation ist demnach so umzuformen, dass 
man sowohl unter dem dreifachen Jntegral als unter dem auf die 
Oberfläche zu erstreckenden Integral je ein Glied multiplicirt mit 
resp. Su, Äv, Sw erhält. Zu dem Ende muss man das dreifache 

Integral / / / S^dxdydis^ in welchem nur die nach x^ y, is 

genommenen 9 Derivirten von Su^Sv^Sw vorkommen, durch 
Integration nach Theilen transformiren. Der Rechnungsgang ist 
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genau die Umkehrung von dem in §. 82 vorgenommenen. Man er- 
hält daher, nachdem die Umformung durchgeführt ist, für die 
(gleich Null zu setzende) Elementararbeit denselben Ausdruck wie 
zu Anfang des §. 82. Dann hat man sowohl unter dem dreifachen 
Integral als unter dem Oberflächenintegral einzeln gleich Null zu 
setzen, was resp. mit d% 8v^ öw multiplicirt ist. Als Bedingungen 
des Gleichgewichts ergeben sich danach die sechs Gleichungen 

• 

Ä+aX, + /3X, + yX, = 0, 

Z-^aZ, ^ßZy + yZ, = 0, 

von denen die ersten drei sich auf das Innere des Körpers, die 
anderen drei auf die Oberfläche beziehen. 

Da jedoch in diesen sechs Gleichungen die Grössen li, t?, to 
selbst nicht vorkommen, sondern nur Functionen von 

du dv , dw . 

dv dw ^ du 
Wy' 8^ ' ö7' 

dw du . dv 

d0' dy'^dx' 

so kann man zu den Lösungen für u, i;, w^ die den obigen sechs 
Gleichungen genügen, unbeschadet der Gültigkeit jener Gleichun- 
gen noch solche Werthe von w, v, w hinzufügen, durch welche 
man erhält 

du ^ ?i!. I. ^ A 

dlc~ ' djs'^dy~' 

dv . dw _.du 

dy~^' dx'^dis~^' 

dw _ 8^|8tJ^_ • 
d0 ~"' dy~^dx~^' 

15* 
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Solche Werthe von w, v, w sind (wie schon oben erwähnt) 
von der Form 

w = flfo + ^y — *^9 

V = bo -\- ajg — cx^ 
u)z= Co -j- bx — ay. 



§.85. 

Es gibt stets ein einziges Sjnätem, welches 

« (Ä -f ©) = macht. 

Wir wollen beweisen, dass es stets ein System von Grössen 
w, v, w gibt, durch welche den Bedingungsgleichungen des Gleich- 
gewichts oder, was auf dasselbe hinausläuft, der Gleichung 

«(Ä-f ©) = 

Genüge geleistet wird. Dabei ist zu unterscheiden, ob Ä = 
oder verschieden von ist. 

Es sei zuerst Sl = 0. Bsl niemals negativ wird, so kann 
das Integral 

Sl = — / / / Qdxdydg 
nur dadurch den Werth erhalten, dass überall = wird, d. h. 

Vv = 0, Zo, = 0, 
z, = 0, a-y = 0. 

Diese Gleichungen werden aber nur durch Werthe von w, t;, w 
erfüllt, wie sie zu Ende des vorigen §. abgeleitet sind. Und um- 
gekehrt wird iß = 0, wenn wir 

u = ÜQ -^^ cy — ftjer, 

t; == fto -(- aiSf — cx^ 
w = Co -\- bx — ay 

setzen. Führen wir die so gefundenen Werthe von m, t;, w in den 
Ausdruck für ® ein, so ergibt sich 
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@ = a^\ r r CqXdxdyds -\- fsda] 
+ h\ff fqYdxdydz -\- fuda] 
-\- <^\ f f f qZdxdyde -\- 1 Zd0\ 



+ o 



+ 6 



-f- c 



(ff fQYzdxdydis + fuzdöS 

— (ff f^Zydxdydz + fzydö\ 
\( I I I QZxdxdydz-\- I Zxdöj 

— ( / / I QXzdxdydz-\- I Szdö] 
\(f f fqXydxdydz -\-fSyd6\ 
[—ffffQYx dxdydz + fHxd6\ 



Nun sind aber die gefundenen Werthe von w, t?, w so beschaflfen, 
dass bei der Verschiebung keine Formveränderung stattfindet. Die 
äusseren Kräfte und die auf die Oberfläche wirkenden Zug- und 
Druckkräfte müssen sich also in diesem Falle so im Gleich- 
gewicht halten, als ob der Körper starr wäre. Stellt man dafür 
die Bedingungsgleichungen auf, so ergibt sich, dass in dem eben 
gefundenen Ausdrucke für S die Grössen, die resp. mit ao, 6o> ^o» 
a, 6, c multiplicirt sind, einzeln = sein müssen. Es drücken 
nemlich die mit ao, &oi ^o multiplicirten Grössen die Componenten 
der tjesammtkraft aus, die auf den (zum Coordinaten- Anfang 
genommenen) Schwerpunkt des starr gedachten Körpers einwirkt, 
und die mit a, 6, c multiplicirten Grössen sind die Momente der 
Drehung resp. um die Axe der x^ der y und der z. 

Ist also ß = 0, so kann nicht anders Gleichgewicht vorhan- 
den sein, als wenn auch = wird. Hat aber ® einen von 
verschiedenen Werth, so kann O nicht = sein. Denn aus ^ = 
würde nothwendig wieder = folgen, gegen die Voraussetzung. 

Wir gehen zu dem zweiten Falle über, dass von verschie- 
den ist, und betrachten alle Systeme von Grössen m, i;, tt;, die der 
Nebenbedingung genügen, dass einen constanten Werth A an- 
nehme. Unter allen diesen Systemen ist, wie eben bewiesen, keins, 
daS'ß = liefern könnte. Wir werden also, wenn wir an der 
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Nebenbedingung & = Ä festhalten, — ß stets positiv erhalten. 
Unter allen den Systemen von Grössen m, v, m?, welche der Neben- 
bedingung genügen, ist dann jedenfalls eins (t*', v\ w') vorhanden, 
für welches die Function — Sl ihren kleinsten positiven Werth an- 
nimmt. Wir erhalten dieses System (m', v\ w*\ indem wir die erste 
Variation von Sl gleich Null setzen, dabei jedoch berücksichtigen, 
dass nur solche Variationen 8u^ tf v, 8w zulässig sind, welche mit 
der Gleichung ® =z A verträglich sind. Nach Lagrange wird 
die Nebenbedingung sogleich mit berücksichtigt, indem man 

setzt, fi bezeichnet dabei eine Constante, die nur von A ab- 
hängig ist 

Wir haben danach bewiesen, dass unter allen Systemen (w, t?, w\ 
welche ® z= A machen, jedenfalls eins (u\ v\ w') vorhanden ist, 
für welches die von verschiedene, positive Function — ii zu 
einem Minimum wird. Und dieses System {u\ v\ w') macht die 
Variation voniö-f-ft® zu Null. Die Bedingungs- Gleichungen 
dafür lauten aber 

dx ^ dy ^ d0 -f-^9^ — u, 

dx ^ dy ^ dz ^^^^ — "' 

d Zx , dZy : dZg . ^ _ 

?)x ^ dy ^ dz ^ ^ 

«r.-l-^ry + yr, +,t/f = 0, 

aZa: + /3Zy + yZ, + /iZ =0. 

Hat man das immer vorhandene System (t*', v\ vS) ausfindig 
gemacht, das diesen Bedingungen Genüge leistet, so braucht man 

nur M = — , v = — ,w; = — zu setzen, um solche Werthe von 

w, v, w zu erlangen, welche die Bedingung ö (Ä -|- @) erfülte». - 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob es ausser der gefundenen 
Lösung noch andere gibt, d. h. ob ausser dem System (w', v\ w') 
noch ein anderes w", v'\ w** vorhanden sein kann, für welches 
ebenfalls 

® = A, 
— Sl = Min, 
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Angenommen, dies wäre der Fall, so müssten die Wetthe 



u = u" — w', 

V = v" — v\ 



den Bedingungsgleichungen genügen . 

dXx • dXy . dXg 

dx '^ dy '^ dz """' 
'dTx , 8Fy , dTg _ 

dx '^ dy '^ dz ~ ' 

dZ^tdZy_dZ^_ 
dx ^ dy ^ dz ~" ' 

aX,+ /5Xy+ yX, = 0, 
«7,+ ßTy-\- yY, = 0, 
aZa, -f ßZy + yZ, = 0. 

Diese Gleichungen sind aber dieselben, die sich ergeben würden, 
wenn man die auf die Masse wirkenden äusseren Kräfte und die 
auf die Oberfläche ausgeübten Zug- und Druckkräfte = setzte. 

Es müsste also — / / J Odxdydz = sein, d. h. 

w" — tt' = ao + x?y — bz, 
v" — v' = bo -}- az — crc, 
tv" — w' = Cq -^-bx — ay. 

Danach ist (mit Bücksicht auf den Schluss des vorigen §.) die 
Lösung (w", v", w") keine neue, sondern von der Lösung (w', v', w') 
nur um solche Werthe verschieden, für welche 

Xx = 0, y, = Zy = 0, 

Vy — 0, Zx = X, = 0, 
js!g = 0, Xy = y^z= 0. 



Transfopmation der rechtwinkligen Coordinaten. ' 

Wir gehen zu dem besondem Fall über, dass der Körper in 
Betreff der Elasticität eine durchaus homogene Constitution besitzt. 
Dann darf die Function O keine Formänderung erleiden, wenn 
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man von dem ursprünglichen rechtwinkligen Coordinatensystem zu 
irgend einem anderen rechtwinkUgen System mit demselben An- 
fangspunkt übergeht. 

Die neuen Coordinaten sollen mit o/, y', z^ bezeichnet werden. 
Zur Transformation der Coordinaten dienen die Gleichungen 

(1) y = a3^' + /52j/' + ^2^', 

Zwischen den 9 Coefficienten bestehen 22 Relationen, die hier 
zunächst ins Gedächtniss gerufen werden sollen. 

Bezeichnet r den Abstand eines Punktes vom Anfangspunkte 
der Coordinaten, so hat man 

r2 = a;2 -f- J/2 + ;&2 = a;'2 -j- J/'2 J^ ^2. 

Setzt man hier für a?, i/, z ihre Werthe aus (1) ein, so erhält man 
die folgenden 6 Gleichungen 

^i + ^2 + ^1 = 1' «1 ßi + «2 /52 + «3 ßz = 0, 
ßl + ßl+ßl = 1, ßiYi + /52y2 + ßzn = 0, 

yf + rl + y| = 1» yi «i + n «2 + rs «a = 0. 

Von den Gleichungen (1) kann man leicht zu den folgenden 
gelangen 

a?' = «1 Ä? -f «2 y + «3 ^? 

(2) y' = ßioo + ß,y-{-ß,z, 

z' = yix -^ny + y%^' 

Man erhält sie ohne weiteres, indem man an den unter (1) 
gegebenen Ausdrücken i^lv x^y^ z die auf der rechten Seite der 
Gleichungen (2) vorgeschriebenen Operationen ausführt und die 
vorher gefundenen 6 Relationen der Coefficienten berücksichtigt. 
Die Gleichungen (2) sind aber von ähnUcher Form wie die 
Gleichungen (1). Es treten also den ersten 6 Relationen die fol- 
genden an die Seite: 

< + ßl + y' = 1. «i«2 + ^1/^2 + yiTi = 0, 

«I + ßi + ri = 1' «2«3 + ß^ßz + ^2^3 = 0, 

< + ß! + rl = 1' «3«! + ßzßi + nvi = 0. 

Mit Hülfe der Substitution (1) geht man von den Coordinaten x^ y, z 
zu den neuen Coordinaten x\ y\ z' über. Die Determinante dieser 
Substitution möge mit R bezeichnet werden, also 
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■B= «1 ßi Yi 

«2 ß2 72 
«3 ß?t VS 

Die Substitution (2) führt von den Coordinaten x\ y'^ js^ zu den 
Coordinaten x^ y, js. Die Determinante der Substitution ist eben- 
falls jß, nemlich 

«1 «2 «3 

ßi ßi ßd 

Vi Vi Vz 

Geht man nun mit Hülfe der Substitution (1) von den Variabein 
X, y, z zu x'^ j/', ^ über und dann mit Hülfe der Substitution (2) 
von a/^ j/', / wieder zu x^ y^ e^ so ist das Resultat dasselbe, als o{) 
man direct die Substitution angewandt hätte 

x=^l,X'\'0.y-\-0.z^ 
y = 0.x-\-\.y-\-(^.si^ 
zz=0.x-\-0.y-\-l.z^ 

und die Determinante dieser Substitution ist = 1, nemlich 



1 








1 





1 



Gelangt man aber durch zwei aufeinander folgende Substitutionen 
von einem System von Variabein zu einem zweiten und von da zu 
einem dritten, so ist das Product der beiden Substitutions-Deter- 
minanten gleich der Determinante der Substitution, welche direct 
von dem ersten System von Variabein zu dem dritten fuhrt. In 



unserm Falle gibt das R 

R=z 



jR = 1, d. h. 



= + 1. 



«1 ßi y\ 

«2 ß% Y2 

«3 ßi n 

Dies ist die dreizehnte Relation, 
folgendermaassen. Löst man das System (1) nach x^^ y\ z' auf und 
vergleicht das Resultat mit (2), so ergibt sich 



Die übrigen 9 findet man 



234 



Fünfter Abschnitt. Elasticität. 



'*' = B 



«» = TJ 



R 



«S = TS 



ßt 


y» 


ft 


y» 


ß» 


r» 


ßl 


yi 



B 



ßl ?i 

ßi n 



. 1 


y» 


«j 




y» 


«3 


R 1 


ys 


«3 




yi 


«1 



' ''» = 1 



yi «1 
y» «» 



yi = ^ 



y»= B 



R 



1 



«J 


^< 


«3 


A 


«J 


/). 


«1 


^1 



y^=s 



«1 /*! 



Und dieses sind, wenn man beachtet, dass IZ = Hh 1 ist, die 
letzten 9 Relationen. 



§.87. 

Körper von homogener Constitution. Besondere Form 

der Function O. 

O ist eine homogene Function zweiten Grades von den sechs 
Grössen 



(1) 

(2) 
(3) 



wCfl! — — - 



y» = 



«« = 



du 

8«' 


(4) 


dv ,dw 

^' dz "^ dy' 


dv 
8y' 


(5) 


dw .du 

"' 8a;"T~8;f' 


dw 

de' 


(6) 


8« ,8» 



Durch Einführung der neuen Goordinaten wird bewirkt, dass 
in dem Ausdrucke für ^ sechs neue Grössen 



(1') «;: = 



(2') 
(3') 



W = 



;?i.= 



dv! 

dal' 

8t/ 
dxf' 

8tc' 
dsi' 



(Ai\ I 8t/ ■ 8«/ 

(*> ^^'' = 87+8?' 

^^^ ''*'-8^ + 87' 

/ßn ^ _8V , 8»' 

(6) 4'-g^ + g^ 



auftreten und es wird — da die ersten sechs Grössen linear und 
homogen durch die letzten sich ausdrücken lassen, — auch der 
neue Ausdruck für O eine homogene Function zweiten Grades von 
den letzten 6 Grössen sein. Es fragt sich nun, von welcher Form 
der ursprüngliche Ausdruck von O sein müsse, damit der neue 
Ausdruck in derselben Form wieder erscheine. 
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Um diese Frage zu untersuchen, wollen wir zunächst die posi- 
tiven Axen der oi und der y' resp. mit den positiven Axen der x 
und der y zusammenfallen lassen, dagegen die positive Axe der ^ 
mit der negativen Axe der z. Dadurch geht nur zm — ^ und 
IC? in — tc?' über. Es wird also 

Xx = ^otf-i y« =^ y^'i 
Vv ^= y'y'^ ^x = — ^'. 

• Zg ■ Zg' , Xy ••■ Xyf • 

Soll demnach in dem Ausdrucke für Q keine Formänderung 
vor sich gehen, so darf keine der Grössen (1), (2), (3), (6) mit (4) 
oder mit (5) multiplicirt vorkommen. 

Wir legen zweitens die positiven Axen der z' und der xf resp. 
in die positiven Axen der z und der x^ dagegen die positive Axe 
der y' in die negative Axe der y. Dann hat man nur in (4) und 
(6) die Vorzeichen zu ändern, um resp. (4') und (6') zu erlangen. 
Die übrigen Grössen bleiben ungeändert. Soll also O nach Ein- 
führung der neuen Variabein in derselben Form wieder auftreten 
wie vorher, so darf keine der Grössen (1), (2), (3), (5) mit (4) oder 
(6) multiplicirt sein. 

Es mögen ferner die positiven Axen der t/' und der ^ resp. mit 
den positiven Axen der y und der z zusammenfallen, aber die positive 
Axe der x! mit der negativen Axe der x. Dann bleiben die Grössen 
(1), (2), (3), (4) unverändert, in (5) und (6) hat man die Vorzeichen 
zu ändern. Die Function ^ ändert in diesem Falle nur unter der 
Bedingung ihre Form nicht, dass keine der Grössen (1), (2), (3), (4) 
mit (5) oder mit (6) multiplicirt ist. 

Fassen wir die gewonnenen drei Bedingungen zusammen, so 
zeigt sich, dass in dem Ausdrucke für ^ nur die Quadrate und die 
doppelten Producte der Grössen (1), (2), (3) und die Quadrate der 
Grössen (4), (5), (6) vorkommen können. 

Nun soll weiter die positive Axe der x* in die positive Axe 
der y und umgekehrt die positive Axe der y* in die positive Axe 
der X gelegt werden, während die positiven Axen der z* und der 
z zusammenfallen. Dadurch ergibt sich 



x*^ — yy, 


yz' ^rc? 


y'y — ^x, 


4' — y», 


Zgt — Zg^ 


Xy' Xy» 



Folglich muss in O das Quadrat von (1) denselben Coef&cienten 
haben wie das Quadrat von (2), das Quadrat von (4) denselben 



1 . 
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Coefficienten wie das Quadrat von (5) und das Product von (1) 
und (3) denselben Coefficienten wie das Product von (2) und (3). 
Entsprechende Bedingungen ergeben sich, wenn man unter 
Beibehaltung der x oder der y die beiden anderen Axen yertauscht 
Fasst man auch hier die Bedingungen wieder zusammen, so zeigt 
sich, dass überhaupt nur drei Coefficienten auftreten, nemlich 
der erste gemeinschaftlich für die Quadrate von (1), (2), (3), der 
zweite gemeinschaftlich für die doppelten Producte von je zweien 
der Grössen (1), (2), (3) und der dritte gemeinschaftlich für die 
Quadrate von (4), (5), (6). Danach ist 

-4_ 7? \^ ^ _L. ^ ^ J_ ?^ ?i^\ 
"^ '^ [dxdy'^ dydB "^ dzdx] 

wofür man auch schreiben kann 

Vöi + 8i; + 8^; + ^ \\w^) + \d-y) + Väi; I 

, ^f/8v , dwy , (dw . 8wV , (du , cvy\ 

Wir haben nun noch das Goordinatensystem beliebig um den 
Anfangspunkt zu drehen. Legen wir die positive ;ar'-Axe in die 
positive jgr-Axe und setzen fest, dass die positiven Axen der af und 
der X einen Winkel q) einschliessen sollen, so ist 

x' =z xcosq) -\- y sin 9, v! = ucosq) -{' v sin 9, 

y' = — X sin 9 -f" y ^^ 9^» v' = — u sin tp -\- vcos 9), 

S' :=z Z^ 'Uf •= W^ 

u = u! costp — V* sin y, 

V = u* sin 9 -|- t?' cos 9, 

w = w*- 
Daraus berechnen wir 
... du du' , /du' , dv\ . , 8t?' . , 

^^> a^ = 8^^"^^'-V87 + 8^>^^^^^'9^ + 87^^^9^V 
.^. dv du' . , , /du' , di/\ . ^ . dv' 

' dw _ dvo' 
^"^^ d^ — dJ' 






= B 
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.^. dw , du /diu' , du\ /dv' , 8m?'\ . 

Man sieht, dass in dem Ausdrucke für O das GUed 



übergeht in 



femer das GUed 



und das GUed 



m 



\dx'^ dy'^ dz) 
T^(du' , d^ , 8wV 

«{(U+i?)'+(ii+iiyi 



Diese Glieder erleiden also keine Formveränderung. Es bleibt 
ausser ihnen noch übrig 

^la'+Q'i+^'d-Miy 

oder, was dasselbe ist: 

2 l\8a?'+"8yy ■+" Vöäj öyj J '^^\dy~^dx)' 
Nun ist aber weiter 

2 \8ir "f" 8y/ ~ 2 \8a/ "^ 8y7 ' 
und deshalb brauchen wir nur noch zu untersuchen, was aus dem 

Beitrage 

B^ /dru _ 8^y , p /8ti , 8j;Y 

2 \8a: dy) "^ V8y + 8a;/ 

wird. Es findet sich 

8t4 8t; /8t*' 8t?'\ ^ /8t*' , 8t;'\ . ^ 
dx dy \bx dy'J ^ \dyf ' 8a?/ ^ 

8t* , 8t; /8ti' 8t;'\ . ^ , /8t*' , 8t;'\ ^ 
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Soll also durch die EiBfiihrung der neuen Yariabeln das Glied 

2\dx dy) ~^ \dy'^ dx) 
keine Formänderung erlüden, so muss das doppelte Product 
o/ -B' I /^\/8«' dv'\/du' , dv'\ . ^ „ 

herausfallen, d. h. es muss 

gesetzt werden. Dann wird in der That 

2 XK^x dy) '^Kdy'^dzJl 



übergehen in 



2 \\d3(f dy*) '^Kdy'^da/Jl 



Wir sehen hieraus, dass bei einer Drehung des Coordinatensystems 
um die ;sr-Axe die Function keine Formänderung erleidet, wenn 
wir setzen 

* = <^ + li + 17)'+ ^ 101)*+ {U)'+ a'i 

^ 2 y^de^ dy) ^\dx^dy) ^\dy^dx)] 

Dieser Ausdruck bleibt aber derselbe, wenn man irgendwie die 
Axen vertauscht. Wir hätten also auch ebenso gut um die Axe 
der X oder die Axe der y das Coordinatensystem drehen können, 
ohne dass O eine Formänderung erlitten hätte. Da man aber 
durch drei auf einander folgende Drehungen um je eine Axe von 
einem gegebenen rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem 
beliebigen andern rechtwinkligen System übergehen kann, so ist 
nun bewiesen, dass bei einem solchen üebergange die Function 

• ' o = B{x,^yy^z,y-\-B{xl^yl + ^^) 

ihre Form nicht ändert. 

Wir könnten dies auch noch nachträgUch verificiren, indem 
wir direct die Gleichungen (1) und (2) des vorigen §. und ihnen 
entsprechend die Gleichungen 
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w = «3 w' + /Ja t;' + ya w' 

V 

in die Rechnung einführten und die 22 Relationen zwischen den. 
9 Goefficienten der Substitution berücksichtigten. 
Es ist noch zu bemerken, dass die Sumine 

welche von der Lage des Goordinatensystems unabhängig ist, sich 
leicht geometrisch interpretiren lässt. Geht nemlich x^ y, J3 über 
in resp. x -\- u^ y -^ v^ a -\- w, so haben wir 

dx -\- ^-- dx statt <ia?, 

X 

dy-\-^dy statt dy, 

dsf -4- ^r—dis statt d;8f 

' d0 

zu setzen, und während vorher das Yolumelement 

dx dy dis 
war, ist es jetzt 

dxdydgJr di + 1^ + 1?) ^"^^y^"' 

Die Producte der Grössen ;^— , ö—» o— unter einander können wir 

dx dy dz 

als unendlich klein von höherer Ordnung gegen die ersten Potenzen 

vernachlässigen. Also repräsentirt 

8ii ■ 8t; . dw 
8ic ' 8y ' da 

die Dilatation der Volumeneinheit, die wir mit 6 bezeichnen wollen. 
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§.88. 

Fortsetzung. Die DifTerentialgleiohungen 

der Bewegung. 

Für die Coefficienten B und JB' in dem gefundenen Ausdrucke 
für O mögen noch die gebräuchlicheren Bezeichnungen eingeführt 
werden, nemUch 

Dann haben wir 

und daraus können wir leicht nach §. 82 die Gomponenten der 
elastischen Kräfte ableiten. Es ergeben sich 

normal gegen das Körperelement die Kräfte 

X« = Ae + 2/t||, 

r, = Aö + 2,t|^, 

2. = Aö + 2^|^; 
tangential gegen das Körperelement die Kräfte 

r. = z, = .(|l + ||), 

Z. = X, = ,t (^^ + ^j, 

Die Diflferentialgleichungen der Bewegung sind in §. 79 unter 
(1) aufgestellt Es ist leicht, die einfachere Form zu finden, die 
sie für das hier vorliegende Problem annehmen. Wir erhalten 



'V 



^ ^ Aä9 "T ^ 



dy ~ "^dy^ ^ "^dydx' 

d0 ~ ^ djs^'^ ^disdx' 
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und daraus durch Addition 

dX^ I ^^y 4_ 1^ — 1 ?^ 4_ f^ M — M —\ 
dx "^ dy / dz ~ dx'^^Kjdx^^dy^'^dz'^J 



dx 



= (^4-f*)g^4-f*^'w, 



wenn zur Abkürzung 

8a?3 "+"8y2 "^8^3—-^^ 

gesetzt wird. Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die in 
der zweiten und dritten Bewegungsgleichung vorkommenden elasti- 
schen Componenten. Demnach haben wir jetzt für die Bewegung 
die DifiPerentialgleichungen 

und dazu lauten die Bedingungen für die Oberfläche 

(2) «r, + ^r,-f yr.+H = o, 

Zur Vereinfachung der Rechnung lässt sich die Aufgabe de- 

componiren. Wir suchen nemlich zunächst die Functionen u\ v\ 

vf so zu bestimmen, dass sie den partiellen Differentialgleichungen 

8'm' 8^1?' 8*i«;' 

(1) genügen, wenn -^ = 0, -^ = 0, -g^ = gesetzt wird. 

Hierauf kommt es noch auf die Functionen w", v", t«;" an, welche 
ebenfalls den partiellen Differentialgleichungen (1) Genüge leisten, 
jedoch so, dass darin X' = Y' = Z' = ist. Dann ist 

^= v' -^ v'\ 

w ^= w* -{- w" 

Biemann. Partielle DifferentialgleiGhuugen. ]^g 
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die allgemeine Lösung, und diese ist dann noch rücksichtUch der 
Oberfläche an die Bedingungen (2) geknüpft. 

Wir wollen nun dazu übergehen, einige einfache Fälle zu 
behandeln. 



III. Anwendung der allgemeinen Theorie auf 

besondere Fälle. 

§.89. 

Aufgabe. 

Auf die Oberfläche eines Körpers von beliebiger 
Gestalt, der von keinen beschleunigendenEräften getrie- 
ben wird, soll eine allenthalben gleiche, normal gegen 
die Oberfläche gerichtete Druckkraft einwirken. 

Wir bezeichnen die Druckkraft, welche auf das Flächen- 
element dö ausgeübt wird, mit Pdö. Ihre Richtung fällt in die 
von aussen nach innen gezogene Normale. Folglich sind die Com- 

ponenten 

Sd6 = uPdö, 

Hd6 = ßPd6, 

Zdö = yPdö. 

Der Körper bleibt stets seiner ursprüngüchen Gestalt ähnlich. 
Alle Theile werden proportional zusammengedrückt. Daher können 
wir setzen 

t; = — a'j/, 

Dazu dürfen wir, wie früher (§. 84) bemerkt ist, noch Ausdrücke 
von der Form 

ijoz=CQ-{-bx — ay 

hinzufügen, ohne dass die partiellen Differentialgleichungen dadurch 
beeinflusst werden. D. h. man kann den Körper um die Strecken 
ö^O) 6o, Co parallel den Axen verschieben und unendlich wenig um 
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die Axen drehen, ohne dass dadurch die elastischen Kräfte geän- 
dert werden. Das Gleichgewicht kann also in jeder Lage des Kör- 
pers stattfinden. 

Wir erhalten nun 

= — 3a', 

Z. = -a'(3A + 2/*), 

r, = -a'(3A + 2fi), 

Z, = — a'(3A-f 2^). 

Die tangential gegen ein Körperelement wirkenden Componenten 

sind = 0. Es finden also nur normale elastische Kräfte statt, und 

zwar normal gegen jedes Flächenelement, da das System der Coor- 

dinatenaxen beliebig ist. Dies gilt auch für die Oberfläche. In^ 

dieser müssen die elastischen Kräfte dem Druck das Gleichgewicht 

halten. Also ist 

p_a'(3A-f 2fA) = 0, 

und danach 

P 



a = 



e = 



3A -f 2fi' 
~ SP 



3A -f 2fi 

Der cubische Compressibilitätscoefficent ist 

3 



und der lineare 



3A 4- 2fA 

1 
3A -f 2ft* 



§. 90. 

Aufgabe. 

Auf die Basis eines Cylinders, dessen Mantel parallel 
der 0'Axe liegt, soll eine Zugkraft wirken, die für die 
Flächeneinheit = Fist. 

Dann haben wir 

Ö = c — 2 a. 

16* 
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Hieraus ergibt sich 

X» = A (c — 2 a) — 2 /i a, 
Yy = A (c — 2 a) — 2 /i a, 
Zt = A(c — 2a)4- 2ftc. 

Die tangentialen Componenten sind = 0. 

Da keine äusseren Kräfte wirken und nur ein Zug parallel 
der Z'ksj6 ausgeübt wird, so ergibt sich aus den Oberflächen- 
Bedingungen 

X^ = 0, r, = 0, 
d.h. 

2a = 



Für die Basis des GyUnders falle die von aussen nach innen 
gezogene Normale mit der positiven Bichtung der ^er-Axe zusammen. 
Dann ist « = 0, /J = 0, y = 1. Die Zugkraft Fd6 hat die Bich- 
tung der negativen ^-Axe, d. h. es ist 

Ädö = 0, 
Hdö = 0, 
Zd6 = — Fd0, 

Auf das Flächenelement d ö der Basis wirkt die elastische Kraft 

3A 4- 2u , 
= cu — - — da. 

A + fi 

FolgUch ist 

und daraus findet sich 

3A + 2/i * 
Der Elasticitätscoefficient ist also 

3A-f-2fi* 

Poisson hat durch besondere Hypothesen über die Constitu- 
tion der Körper und über das Gesetz der Molecularanziehung 



j 
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die Relation k = fi%,bgeleitet, die durch die Erfahrung nicht be- 
stätigt ist. 



§. 91. 

Aufgabe. 

Auf den zur ^-Axe parallelen Mantel eines Cylinders 
soll eine constante Zugkraft wirken, die für das Flächen- 
element = Fdö ist. 

Die auf dem Flächenelement d 6 des Cylindermantels von 
aussen nach innen gezogene Normale steht rechtwinklig auf der 
Richtung der ;2f-Axe, folglich ist y = 0. Die Zugkraft fällt in die 
nach aussen gezogene Normale, ihre Gomponenten sind also 

Sdö = — oiFdö, 
Hd0 = -- ßFd0, 
Zd0 = O. 

Wir haben hier zu setzen 

u = ax^ V = ay^ w = — cz, 

r 

Daraus ergibt sich 

e = 2a — c, 

Xaj = A(2a — c) -f- 2fAa, 
Fy == A(2a — c) + 2fAa, 
Z^ = A (2 a — c) — 2 fi c. 

Die tangentialen Gomponenten sind = Q. Für die Basis haben wir 
S = H=Z = 0,(K = ß = 0,y = l, folgUch 

Z, = 0, 

d.h. 

2ak 



k -\-2(i 
Daraus geht herror 

X._F,_2a/ir.^-p-^. 

Die beiden ersten Oberflächen -Bedingungen für den Mantel 

geben dann 

2a/i(3A + 2fi) 

^ — A-f 2fi ' 
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wonach der Ausdehnungscoefficient 

a A + 2^ 

y "" 2fi(3A + 2ii) 
wird. 



§.92. 

Aufgabe. 

Wir betrachten den einfachsten Fall der Torsion «ines Cy- 
linders. Die Axe des Cylinders, in welche die ^-Axe des Coor- 
dinatensystems gelegt werden mag, soll auch die Axe der Torsion 
sein, d. h. alle in ihr gelegenen Punkte sollen unter der Einwir- 
kung der Torsionskräfte keine Verschiebung erfahren. Um diese 
Axe herum soll eine unendlich kleine Verdrehung stattfinden, die 
für einen zur Axe rechtwinkligen Querschnitt constant und dem 
Abstände dieses Querschnittes von der ^ry- Ebene proportional 
genonmien werde. 

Demgemäss haben wir zu setzen 

u = — coy^gf, 

tc; = 0, 

wenn cd die~unendlich kleine Drehung bezeichnet, welche in dem 
Querschnitte isi = l stattfindet (Fig. 36). 

Daraus findet sich 

8w _ dv_ 
dx~ ' dy"" 

Yz^= Zy = \L(OX, 

X Xy = Yx = 0, 

Die partiellen Difierentialgleichungen für das Innere sind da- 
durch erfüllt. Für die Oberfläche haben wir Folgendes zu beachten. 
Nehmen wir zunächst die Mantelfläche des Cylinders, so steht die- 
auf irgend einem Element von aussen nach innen errichtete Nor- 
male rechtwinklig auf der Richtung der ;8f-Axe, also ist y = 0. Die 
Gleichungen (2) des §. 88 ergeben danach 



Fig. 36. 




0, 



^-0 



z, = o, 
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Ä = - «X^ - ßXy — . X, = 0, 

if =r — «r,, — /j Fy — . r, = 0, 

Z = — (K Zx — ß Zy — 0. Zg = apLcay — ß^Ltox, 

Soll die letzte Componente der auf die Mantelfläche wirken- 
den Kraft ebenfalls = sein, so haben wir für a und ß die Bedin- 
gungsgleichung 

ay — ßx =t 0^ 

oder, wenn in der a?^- Ebene Polarcoordinaten r'und (p eingeführt 
werden 

a sin q> — ßcostp = 0^ 

d. h. der auf der ;s^-Axe rechtwinklige Querschnitt muss ein Kreis sein. 
Betrachten wir für diesen Fall noch die Endflächen des Cy- 
linders, also zwei Ebenen 

e = Zy^ js: = 0. 

¥ür die erste dieser beiden Ebenen fällt die ins Innere des 
Körpers gezogene Normale mit der Richtung der negativen ;gr-Axe 
zusammen, es ist daher a = 0, /S = 0, y = — 1. Die Gleichungen 
(2) des §. 88 liefern als Componenten der auf die Endfläche wir- 
kenden Kraft 

S = — f^oy, 

H = (IC3X, 

Z= 0. 

Für die zweite Endfläche fällt dagegen die ins Innere des 

Körpers gezogene Normale in die Richtung der positiven ^sr-Axe, 

d. h. es ist a = 0, /3 = 0, y = 1. Folglich erhalten wir für diese 

Endfläche 

S= (icoy, 

H = — flCDX^ 

Z= 0. 

Daraus ist leicht zu erkennen, dass die beiden Endflächen 
durch entgegengesetzt gleiche Kräftepaare in Anspruch genommen 
werden. 

In einem Querschnitte, dessen Abstand von der a:y -Ebene = ^6? 
ist, findet eine Verdrehung um den Winkel ma statt. Dabei ist 
jedoch zu beachten, dass die ganze Betrachtung unendlich kleine 
Verschiebungen voraussetzt. Ist nun. die Länge des Cylinders sehr 
gross im Verhältniss zum Radius des Querschnittes, so können die 
Verdrehungen eine endliche Grösse erlangen, ohne dass die Tor- 
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sion (d. h. die Dilatation und die Gompression der einzelnen Mole- 
küle) aufhört unendlich klein zu sein. Dann gelten unsere Glei- 
chungen ohne weiteres nicht mehr. Wir können aber diesen Fall 
auf den hier betrachteten zurückführen, indem wir den Cylinder 
durch Querschnitte in solche einzelne Stücke zerlegen, deren Höhe 
zum Radius des Querschnittes in endlichem Verhältniss steht 

Lame hat hier eine Lücke. 

Man vergleiche über dieses Problem den Aufsatz von Kirch- 
hoff in Borchardt's Jourual Bd. 56. 



§.93. 

Schwingungen einer gespannten Membran. 

Wir wenden uns zu der Betrachtung der Schwingungen 
einer gespannten Membran von constanter Dicke. Die Mem- 
bran ist ein Cylinder von unendlich kleiner Höhe, dessen Mantel 
parallel zur e-Axe ist. Der in halber Höhe durchgelegte Quer* 
schnitt soll mit der rcy- Ebene zusammenfallen. 

Auf den Cylindermantel wirkt eine constante Zugkraft, die für 
das Flächenelement = Fd ist Für die Ruhelage können wir 
also auf den §.91 zurückgehen und erhalten 

XI = F, Y! = ZS = 0, 
rj = F, Zl = Xi = 0, 
Zi = 0, XJ = FS = 0. 

Wo = a a?, t7o = a y, Wq = — cz^ 

2f*(3A4- 2fi)' 

_ 2aA Fk 

^ — A -f 2/i "^ fi(3A + 2/i)' 

Die Kraft F soll so gross sein, dass bei der Bewegung die 
elastischen Kräfte nur unendlich wenig von denen bei der Ruhe- 
lage abweichen. 

Für die Bewegung gelten die partiellen Differentialgleichungen 
(1) des §. 88 und die Oberflächen -Bedingungen (2). Betrachten 
wir nun die beiden freien Oberflächen der Membran, d. h. die End- 
flächen des Cylinders, so ist für diese Ä = H = Z = 0. Femer sind 
a, /J, y die Cosinus der Winkel, welche die von einem Oberflächen- 



a 
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element nach dem Innern der Membran gezogene Normale mit den 
Goordinatenaxen einschliesst Diese Normale steht rechtwinklig 
auf jedem Linienelement d s, das durch ihren Fusspunkt geht und 

in der Oberfläche liegt. Nun sind aber -r-, t^, t— die Cosinus 

ds ds ds 

der Winkel, welche das Linienelement ds mit den Coordinaten- 

richtungen bildet. Wir haben also 

adx -f- ßdy -{- ydw = 0, 
femer 

d^ = — dx + ^dy 

und 

«2 _|- |32 _|. y2 = 1. 

Daraus ergibt sich 

- dx 
a = 



, dw 
ß = 



8 x) "*" \d y) 



V'+( 



Hiemach gehen die drei Gleichungen für die Oberfläche in 
folgende über 

^^ 8i + -^«^ 8^ " ^' - ^' 
TT 8wJ , ^ 8m; * ^ _ 
^ 8i ■+■ -^^^ Ö^ ~ -^^ "" "' 

^* ö^ + ^^ 8i; ~ ^' =" ^• 

Wir erhalten also, bis auf unendlich kleine Grössen, die ver- 
nachlässigt sind, 

Wx' 
dw 



X, = F 



Yt = F ^ ^ , 

y 
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Die dritte der Bewegnngsgleichungen geht über in 

Als Nebenbedingungen des Problems haben wir folgende zu 
beachten. Es ist 

(2) w = in der Umgrenzung der Membran, 

(3) w==f(x,y) für^ = 0, 

(4) ^ = t(x,y) , ^ = 0. 



§.94. 

Rechteckige Membran. Knotenlinien. 

Es sei speciell die Membran ein Rechteck. Ein Punkt im 
Innern sei an die Ungleichungen geknüpft 

a > a; > 0, 

b>y>o. 

F 

Wir setzen zur Abkürzung — = c^. Dann lautet die Aufgabe: 

Eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

^^ dP ~ ^ \dx^ '^ dyy 

zu finden, welche den Nebenbedingungen genügt 

(2) w = für ic = und x = a, 

1^ y = ,y y = b\ 

(3) w=f(x,y) „ ^ = 0; 

(4) || = F(^,y) „ ^--=0. 

Als particuläre Lösung von (1) nehmen wir 

Dadurch wird 

87^ = ^«'' 8i5 = «^' 8^ = ^«'- 
Es muss also zwischen ä, ß, y die Relation stattfinden 
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Diese Relation ist von dem Vorzeichen der Grössen a, ß, y 
unabhängig. Daher ist auch 

eine particuläre Lösung, wenn a^^ /J^, y2 an die' eben gefundene 
Relation geknüpft sind. 

Damit w = werde für a; = 0, muss g = — p sein. Soll 
ferner w = werden für a? = a, so hat man 

d. h. 

mxV — 1 



u 



a 



zu setzen und für m eine beliebige ganze Zahl zu nehmen. 
Ebenso ergibt sich aus den Bedingungen: 

w = für «/ = 0, 

w = ^ y = b, 

dass man 

q.\ = — p\, 

setzen muss und für n eine beliebige ganze Zahl zu nehmen bat. 
Dadurch erhalten wir 






und es sind 

w 

w 



. mTtx . nny . 1 /m^ , n^ 

= stn stn --r-^ cos cjct 1/ -^ + tt? 

ny . .1/w*^ I w^ 



stn stn — 

a 



particuläre Lösungen der partiellen Differentialgleichung (1), die 
den Bedingungen (2) Genüge leisten. Als allgemeine Lösung er- 
gibt sich daraus ^ 

(I) t(; = N N sin sin ^--^ • -! 



m=:ln = l 



a 



+ -Bn»,nSinCÄ<^— + P- 



Nun sind noch die Bedingungen (3) und (4) zu befriedigen. 
Zu dem Ende beachten wir, dass für ^ = 
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00 00 



mnx . n%y 



tn=l n=l 



wird. Aus der Bedingung, dass der erste dieser Ausdrücke = f{x^ j/), 
der andere = F{x^y) sein muss, ergeben sich dann leicht die 
Coefficienten Am,n und JSni,tn indem man nach Fourier die Func- 
tionen /(ic,y) und jP(ic,j/) in trigonometrische Doppelreihen ent- 
wickelt. Man erhält 



a h 



A^.n = j^J J f{K^)stn —^ stn -^dldii, 

' 

(H) 

a h 

BmM = ^ , / I J^ (A,tt)sen sin — ~- dl da. 



aftc«y^+|^J J 





s 

Sind die Bedingungen für den Anfangszustand so beschaffen, 
dass die Reihe (I) nur ein bestimmtes m und ein bestimmtes n 
enthält, so ist 



■v%+ 



W2 

die Schwingungsdauer. 

Unter derselben Voraussetzung können Knotenlinien ent- 
stehen, d. h. Linien, in denen immer w = ist. Wenn nemlich m 
oder n oder beide grösser sind als 1, so ist t(? = für 

a 2 a (m — l)a 

X = — , ^ ^ 



y = z 



mm m 

2 6 (w — 1)6 



n n n 



Die Knotenlinien laufen also den Kanten der Membran parallel 
und zerlegen das Rechteck in congruente Bestandtheile. 
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§. 95. 
Fortsetzung. Quadratische Membran. 

Die eben betrachteten Enotenlinien sind die einzigen, wenn 
das Verhältniss a* : 6' irrational ist. Ist dasselbe aber rational, 
so können noch andere Knotenlinien auftreten. Der einfachste 
Fall ist der des Quadrates, wenn also a = b ist. Dann liefert ein 
Doppelglied der Beihe, worin m und w je einen bestimmten Werth 
haben, die Schwingungsdauer 

^_ 2a 2a 



cVm^ -|- n^ cVr 

wenn Vm^ -^ n^ =z Yr gesetzt wird. Dieselbe Schwingungsdauer 
kann aber noch von anderen Gliedern herrühren, wenn nur 

m^ -f- w^ = m^ -f- fii = m^ -\- n^ = - - - 

ist Es entsteht also die Frage, in welchen verschiedenen Weisen 
dieselbe Zahl r sich als Summe von zwei Quadraten darstellen lasse. 
Um diese Frage beantworten zu können, müssen wir an einige Sätze 
aus der Zahlentheorie erinnern. 

Jede reelle Zahl lässt sich nur auf eine Weise in reelle Prim- 
factoren zerlegen. Jede reelle Primzahl von der Form 4n -|- 3 
ist auch complexe Primzahl, und jede reelle Primzahl von 
der Form 4 n -|- 1 lässt sich in vierfacher Weise in zwei com- 
plexe Primfactoren zerlegen, nemlich (+ « + /3i) (i ^ — ß^) ^^^ 
(+ /3 -f- ai) (+ j3 — ai). Die reelle Primzahl 2 enthält die complexen 
Primfactoren : l -{- i und 1 — i, oder auch — 1 -|- ^ ^^^ — 1 — h 
wenn i = V — 1 gesetzt wird. Für unsern Zweck kommt nur 
eine Zerlegung in Betracht. 

Soll nun die reelle Zahl r überhaupt eine Summe von zwei 
Quadraten sein, 

r = m^ -}- n^^ 

so kann man sie in Form des Productes darstellen 

r = (m -\- ni) (m — ni) 

und jeden der beiden complexen Factoren in seine Primfactoren 
zerlegt denken. Es sei 

m 4- wi = (a + ßiy («i + ßi i)^^ . . . g^ . g?» . . . 
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und Ä, Äi, . . . 2?, j)i . . . mögen absolute ganze Zahlen bedeuten. 
Dann ist 

w — wi = (a — ßi)^ («1 — ßi i)*i . . . g* . g?» . . . 

Darin bezeichnen ä, gi . . . die reellen Primfactoren von der Form 
4n -f- 3u Man sieht, dass jeder derselben in r nur in gerader Po- 
tenz vorkommt, wenn r als Summe von zwei Quadraten sich dar- 
stellen lässt. 

Die wirkliche Herstellung der complexen Primfactoren von r 
geschieht in folgender Weise. Man zerlegt r in seine reellen Prim- 
factoren und erhält dadurch die Gleichung 

r = («2 -f ß2)ic (-«2 _|. ßiy, , , ,q2p ^ q2p, . . . 

In diesem Product sind «^ «|_ ßQ^ «2 _j_ ß2^ Primfactoren, die 
nicht unter die Form 4w -|- 3 fallen, dagegen g, gi . . . Primfac- 
toren von der Form 4w -(- 3. Die ersteren sind leicht in ihre 
complexen Primfactoren zerlegt, so dass wir dann in dem Producte 

jeden einzelnen Factor kennen. 

Hierauf bilden wir ein Product, worin Ämal der zweideutige 
Factor (« + /3«), Äimal der zweideutige Factor («i + /3i i), Äamal der 
zweideutige Factor («g + jäaO "• ^- ^- vorkommt, und stellen aus 
diesem vieldeutigen Ausdrucke der Reihe nach alle Werthe her, 
die derselbe annehmen kann, d. h. wir disponiren in jedem ein- 
zelnen Factor über die Vorzeichen der Grössen j3, so dass alle 
Vorzeichen -Zusammenstellungen erschöpft werden. Dies gibt 
(h -f- 1) (kl -f- 1) (^2 + 1) • • • verschiedene Producte. Jedes ein- 
zelne derselben multipliciren wir mit qP . q^^ , , , und bezeichnen 
die Resultate der Reihe nach mit m-\-ni^ mi -f- Wii, ^2 -(r Wai . . . 
Durch Multiplication von je einer Zahl aus dieser Reihe mit 
der ihr conjugirten complexen Zahl ergeben sich dann die Sum- 
men von je zwei Quadraten, von denen jede = r ist. Aus die- 
sen Ausdrücken wählen wir die unter einander verschiedenen aus 
und stellen jeder Summe m^ -f- w^ die entsprechende n^ -\- m^ an 
die Seite. 
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Als Beispiel nehmen wir r = 65 == 5 . 13. Es ist 
5 = 22 ^ 12 = (1 -f 2i) (1 - 2i), 
13 = 32 4- 22 = (3 + 20 (3 - 2i), 
also r = 65 = (1 + 2i) (1 — 2i) (3 + 2i) (3 — 2i) 

m +n i = (l + 2i)(3 + 2i) = — l-f-8i, m2-f-w2= P-f 82 
mi4-wii=(l -f 2i)(3 — 2i)= 7-f 4e, w^ -f w2= 72 + 42 
W3 4-W3«' = (l — 2i)(3 + 2i)= 7 — 4i, m.| + W22= 72 + 42 
m3 + n3i = (l — 2i)(3 - 2i)= — l-8i, Wg^ -f ^1= l' + 8'- 

Nachdem wir so die Aufgabe erledigt haben, die Zahl r in 
jeder möglichen Weise als Summe von zwei Quadraten darzustellen, 
wenden wir uns wieder zu der Betrachtung der quadratförmigen 
Membran und wollen nun die einfachsten Fälle durchnehmen. 

Erstens. Es sei r = 2. Dann ist m = 1, w = 1. Wir er- 
halten 

w = sm — sm — ^ qp (t). 

Die Knotenlinien ergeben sich aus der Gleichung 

Fig. 37. , nx . ny ^ 

a a 

Sie fallen mit der Begrenzung zusammen 
(Fig. 37). 

Zweitens. Es sei r = 5, also 

m = 1, w = 2, 
Wi = 2, Wi == 1. 

w = (Ä12 coskt + jBi2 sin Jet) sin — sin — — 

^ a a 

+ (-421 coskt + B21 sinkt) sin sin — • 

a a 

Dabei ist ifc :^ — V5 zu setzen. Soll w = werden können, un- 
abhängig von ^, so muss die Function die Form haben 

^(t){d sm — stn + e sm sm — ^ • 

Die Klammer ist = zu setzen, wenn man die Gleichung der 
Knotenlinien habeu will. Wir bringen dieselbe in die Form 

c * 'Jtx , ny (^ Tty , nx\ 

2 sm — sm -^(dcos -^ -{- ecos — ) = 0. 
a a \ a a / 



w 
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Tönen erklären sich aus der ungleichmässigen Spannung und Dich- 
tigkeit der Membran. 

Betrachten wir eine rechteckige Membran, bei der a^ : b^ 
rational ist, also 

Ein Doppelglied der Reihe, für welches m und n je einen be- 
stimmten Werth haben, gibt eine Schwingungsdauer 

T— 2e _ 2e 

Die Frage, ob mehrere Doppelglieder auf dieselbe Schwingungs- 
dauer führen, kommt darauf hinaus, zu untersuchen, wie sich auf 
alle mögliche Weise 

r = an^ -f- ßm^ 

setzen lasse, wenn a und ß gegeben sind. 



§* 96. 

Kreisförmige Membran. 

Wir gehen zu der Untersuchung einer kreisförmigen Mem- 
bran über und legen den Anfangspunkt der Coordinaten in den 
Mittelpunkt des Kreises. Zunächst sollen Polarcoordinaten ein- 
geführt werden 

X :^ r cos (p^ 
y = r sin (f. 

Um die partielle Differentialgleichung 






so umzuformen, dass statt x und y die unabhängigen Variabein r 
und q> auftreten, setzen wir 

X -i'yi = t, 
X — yi = l\ 

also o; = i(f + r) und 1/ = - i (g - g'). 
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Dann findet sich < 

dw_}^/dw _ .dw\ 

dtdt^'~4t\dx^'^dyy' 



Nun fst femer 



g = r(cosq> -f- isinq)) == re**, 

Daraus ergibt sich, wenn wir natürliche Logarithmen nehmen: 

logi = logr -^ (fi, 
logi'= logt — (fi. 
Folglich haben wir 

dw 1 dw 1 / dw .dw\ 

d^w _ 1 d^w _ 1 / d^w . d^w\ 

dtdt'~tt^dlogidlogV~^t\dlogr^^dfp^)' 

Hiemach ist 

dx^'^dy^~r^\dlogr^'^dq>^)' 
und die partielle DiflFerentialgleichung geht dadurch über in 

^ ^ dt^ ~^ rAdlogr^'^dfpy' 

Die Nebenbedingungen lauten 

(2) to = tiir r = a, 

(3) w=f(r,(p) „ « = 0, 

(4) ^^ = F(r,q>) r. t = 0, 

um die partielle Differentialgleichung zu lösen, setzen wir 
w = T.R.0 und betrachten T als Function von t allein, JB als 
Function von r allein, O als Function von q> allein. Dadurch zer- 
fällt die partielle Differentialgleichung in drei gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen, nemlich 

17* 
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Dass dies richtig ist, erkennt man leicht Man braucht nur die 
erste Gleichung mit —r^R^ic^^ die zweite mit R T, die dritte mit 
T0 zu multipliciren und die Resultate zu addiren, so kommt die 
partielle Differentialgleichung (1) wieder zum Vorschein, wenn man 
berücksichtigt, dass w =z T,R.0 gesetzt ist. 

Als particuläre Integrale der ersten beiden Differential- 
gleichungen erhalten wir . 

T = cos fit und T=sinfi tt 
=z cosvq) „ z= sin v q>. 

FolgUch werden 

w = Bcosfitcosv 9?, 
w = Rcosiit sin v ^p, 
u) = R sin (itcosvfp^ 
to == Rsin(itsinv<p 

particuläre Lösungen der partiellen Differentialgleichung sein, 
wenn R an die Differentialgleichung (III) gebunden ist. Damit 
für 9) :=: und 9 == 2ä die Function to denselben Werth erhalte, 
muss V eine ganze Zahl sein. 

In die Differentialgleichung (III) führen wir eine neue Va- 
riable ein 

, s = -r. 
c 

Dadurch geht die Gleichung über in 

Ein particuläres Integral werde mit 

f' (s) 
bezeichnet und nach Potenzen von s mit unbestimmten Coefficienten 
entwickelt. Also 



dlogs^ 
Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich 



oder 



2 {«« (^' -«'') + an-2} s" = 0. 



i 
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Soll die Summirung bei n = m anfangen, so ist a«,_2 = 0, 
folglich muss auch 

m» — 1/2 = 
sein, d. h. 

m = +v. 

Der Werth m = — i/ ist hier nicht zulässig, weil R nicht oo 
werden darf für r = 0. Es bleibt also nur das particuläre Integral 



00 



namV 

brauchbar. Die Differentialgleichung gibt danach 

s" = 0, 




an (w* — 1/2) 4- a„_2 

und sie ist erfüllt, wenn wir für jedes n den Coefficienten von s*» 
für sich = setzen. Dies gibt 

an (m — 1/) (w -f v) = — a^^. 
Danach können wir auch schreiben 



00 



=2j ''"• *'"^'"' 

tnaO 

Cm . 2m . 2 (l/ -(" W) 4" Cm-1 = 0. 

Die letzte Gleichung, welche den Zusammenhang der Coeffi- 
cienten gibt, wollen wir noch auf beiden Seiten mit 

(-. 4)«-i.(i/ -f- m — 1)! (w — 1)! 

multipliciren. Dadurch ergibt sich 

(— 4)*»» . Cn, .m! (v + m)\ = (— 4)^-i(m — 1)! (i/ -f m — 1)! c^-i, 

und wenn wir diese Gleichung wiederholt ansetzen für m== 1, 2, 3. . ., 
so erhalten wir durch Addition 

Cm'(v -\- m)\ m\ (— 4)*» = Cq.vI 



Co ist willkürlich, wir nehmen also Co == ^^^ • Dann ist 



Diese Function ist für. B in die particulären Lösungen 
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i€ = R cos fit cos vq)^ 
w = Rcosiitsinvq), 
to = Rsin^itcosvip^ 
to = B sin II t sin v (p 

einzusetzen. Wir wenden uns nun zu der Nebenbedingung (2). 
Sie ist erfüllt, wenn 



/- (?) = 



ist, oder — was dasselbe sagt — wenn — ^ eine Wurzel der trans- 

c 

scendenten Gleichung 

• /. (s) = 

ist Dass diese Gleichung unendlich viele reelle und keine imagi- 
nären Wurzeln hat, soll demnächst bewieset werden. Da in/, (s) 
sich s" als Factor absondern lässt und der andere Factor eine Func- 
tion von s^ ist, so entspricht jeder positiven Wurzel eine ebenso 
grosse negative. Ist v von verschieden, so gehört auch s = 
zu den Wurzeln der Gleichung. Für unsem Zweck kommen in- 
dessen nur die positiven Wurzeln in Betracht. Wir bezeichnen sie 
der Reihe nach mit 

S|fi, Sy2, Sk8? • • • ^vn • • • 

und haben daher allgemein 

c 

^ — - s.n. 

Die allgemeine Lösting der partiellen Diiferentialgleichung ist 
hiernach 



(IV) w = ±±f,(ls^) • 



Ayn cos ( - S^nM COS V (p 

-|- Byncos (-Syntjsinvip 



-|- CynSin(-Synt)COSVip 

-j- DynSini-Syntjsinvq) 

Die Coefficienten bestimmen sich aus den Anfangsbedingun- 
gen (3) und (4). Wir haben danach zu setzen 
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QD OD ß \ I 

v=-On=l ^ ( 

00 00 _ y^ \ I 

und diese Entwicklungen zu vergleichen mit den nach Fourier 

hergestellten Reihen 

00 

/(r, q)) = ]2 (-4k cosvfp -f- -Bk sm v 9?), 



OD 



2^(r, 9>) = ]2 (C^v cosvq> 4- A sm 1/ tp). 



v = 



Dies gibt zunächst 



CO 



C, —2j^yn-Syn.M-SynU 
X/y =^ ^j -i^vn ■" ^im «/v l "" Svn j • 

Hier sind nun allerdings die linken Seiten bekannt, während 
rechts in jeder Gleichung die unendlich vielen Coefficienten unbe- 
kannt sind. Dennoch kann man diese sämmtlichen Unbekannten aus 
den Gleichungen bestimmen. Dazu ist der schon von Lagrange 
vorgezeichnete Weg einzuschlagen, und zwar in derselben Weise 
wie in §. 73. Es findet sich 

^«n / >• /- C^ SrJ\\ dr =J A,r .f, (^ s,m\ dr, 

V J 



B 



(V) 



a / \2 a 

vm I rUv {- Sm j dr = I B^r ./, \^ s„m j dr, 
l J 

a t \2 a 

^Sm C.,n /^ 1/4 ^5^)1 dr = I CyrJyH^Syfnjdr, 



r. 
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Die Richtigkeit dieser Ausdrücke ist bewiesen, sobald gezeigt 
ist, dass für n ^ m 



a 





sein muss. Wir bezeichnen der Kürze wegen /^ (-Svm) mit -Bund 

' fv(-Syn\ mit Bf. Dabei muss bemerkt werden, dass zu i2 der 

c c 

Werth der Constanten (i ^= - s,^, zu JR' dagegen ft' = - s,^ gehört. 

Beachten wir nun die Differentialgleichung (III), so können wir 
schreiben 



a a a 



r=0 

und 

r=0 

Diese Gleichungen gelten für v >> 0, und unter derselben 
Voraussetzung sind die Integrale völlig bestimmt und endlich. Für 
v = erhält man dagegen aus der Differentialgleichung (HI) 



rs.0 

a a 



'-/'•^''T—f^^-'^- 



^ Ö r=0 

und es sind auch die hier auftretenden Integrale völlig bestimmt 
un(J endlich. 

Durch Integration nach Theilen findet sich 

r=»0 r—O 

Das vom Integralzeichen freie Glied fällt weg, da 

^ dB' j, dR 

dlogr dr 

zu wird sowohl für r = als f lir r = a. Im ersten Falle, weil 
r = ist, im andern, weil für r = a die Function B= ist. 
Ebenso haben wir aber 
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a _ a 



J dlogr^ ^^^~~J dlogrdlogr ^' 
und folglich ist allgemein (für v > und für v = 0) 



,dr 

rsaO 



C^ J T 



a 

f' 



U2 u'2 

Da aber 5- — —^—verschieden von ist, so kann die letzte 
Gleichung nur bestehen, wenn 

a 

^ rBHdr = 



ist, und dieses war zu beweisen. 

Es kann vorkommen, dass in (IV) alle Goefficienten den Werth 
annehmen, ausser iiir ein bestimmtes v und ein bestimmtes n. 
In diesem besondern Falle ist w eine periodische Function von t 
Die Schwingungsdauer ist 

rp_27ta 
CSpft 

Dann wird-w unter Umständen zu für jedes i, d. h. es sind 
Knotenlinien vorhanden. Dies ist zunächst der Fall für 

r = -^a, 

Svn 

r = — ^a. 



r -= — a. 

Die letzte dieser Linien ist die Umgrenzung der Membran, die 
übrigen sind concentri^che Kreise. 

Es treten aber noch andere Knotenlinidn auf, wenn 

A_C 
B~J)' 

Denn unter dieser Yoraussetzong lässt sich u; in die Eorm 
bringen 
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w 



= 9 (0 • (Pi cosvq) -f Qi sin v 9>)/»'( - ^nv\ 



Wir können einen Hülfswinkel ^ einführen durch die Gleichung 

Dann wird in dem Ausdrucke für w der Factor 

Pi co$vq> + äi sm i» y = 
für 






Dies gibt also radiale Knotenlinien. 



i 



§. 97. 

Fortsetzung. Die transsoendeute Oleioliuiig 



m 
S' 



^^^ vnA (wi. -i- v\\ 



--^ml(m -|- v)\ 



♦n=0 



Es bleibt noch die transscendente Gleichung 

(1) /v(s) = 
zu discutiren. Die Function 

(2) 9=/.(«)=^ ^ ' 




■^ ml (m + v)l *' 
ist, wie schon bewiesen, ein Integral der Differentialgleichung 
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Es sei zunächst v von verschieden. Wir nehmen logs zur 
Abscisse, y zur Ordinate einer ebenen Curve (Fig. 41), deren Ver- 

Fig. 41. 




lauf zu untersuchen ist. Jeder Stelle, an welcher die Curve die 
Abscissenaxe schneidet, entspricht eine positive reelle Wurzel der 
transscendenten Gleichung. Zunächst ist zu beachten, dass 

dy , d^y 



^dlogs dhgs^ 

endlich sind für jedes endliche s,-weil die Reihen, durch welche 
diese Functionen dargestellt werden, für jedes endliche s con- 
vergiren. 

Nehmen wir loqs = — oo, so ist s = 0, v = 0, .,, ^ == 0. 

Die Curve hat also die negative Abscissenaxe zur Asymptote. Lassen 
wir dann logs von — oo an die Zahlenreihe in der Richtung nach 
-f- 00 hin durchlaufen, so nimmt s von an wachsend alle positiven 
Werthe an. So lange nun s < v ist, hat vermöge der Gleichung 

(3) ^j ^ dasselbe Vorzeichen wie y. Für sehr kleine positive s 

hängt aber das Vorzeichen der Function y von dem ersten Gliede 
ab, ist also positiv, und die Curve liegt zunächst oberhalb der 

Abscissenaxe. Die Ordinaten wachsen, weil ,,^ anfangs = und 

dlogs 

jj^ positiv ist. So lange ,y ^ positiv bleibt, d. h. so lange 

s <C V ist, kehrt die Curve der Abscissenaxe ihre convexe Seite zu. 

An der Stelle 8 = v sind y und ,, ^ noch positiv, ,y ^ = 0. 

Für s > V haben y und ,y ^ fortwährend entgegengesetzte Zei- 

chen. Nach Ueberschreitung der Stelle s = v ist demnach jj~7^ ^ 
zunächst negativ, die Curve liegt concav gegen die Abscissenaxe 
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und hat daher hei s = v einen Inflexionspunkt. Von da an ninant 

*j ^ stetig ab und eiTeicht also an einer bestimmten Stelle den 

Werth 0. Bis dahin haben die positiven Ordinaten noch immer 
zugenommen, an dieser Stelle selbst liegt das erste Maximum der 

Curve. Nun wird auch ,, ^ negativ, die Ordinaten nehmen stetig 
ab, und wir erreichen eine Stelle, wo ^ = wird, die Curve dem- 
nach (da ■ ■ ^ < bleibt) aus dem Positiven ins Negative über- 

geht. Zugleich ist zu bemerken, dass für s >- v stets ^j ' ^ nait y 

zu Null wird, d. h. dass bei jedem Durchgange der Curve durch 
die Abscissenaxe Inflexion stattfindet. 

Die Curve liegt nun zunächst unterhalb der Abscissenaxe 

und entfernt sich vorläufig von ihr, da ,, ^ <; ist. Der ab- 
solute Werth von ,, ^ nimmt aber fortwährend ab, da der zweite 

alogs 

Differentialquotient positiv ist. Es muss also an einer bestimmten 

Stelle ,y ^ durch hindurchgehen und positiv werden. Hier hat 

die Curve ihre grösste Entfernung unterhalb der Abscissenaxe. Die 

d'y 



absoluten Werthe der Ordinaten nehmen von da an ab, weil 



dlogs 



s 



positiv bleibt und daher ,y ^ wachsende positive Werthe annimmt. 

Die Curve nähert sich der Abscissenaxe wieder und durchschneidet 
sie an einer gewissen Stelle zum zweiten Male. Von da an wird y 

positiv, ^7 g negativ, ,, ^ bleibt vorläufig positiv, aber mit 

stetig abnehmenden Werthen. Daraus erkennt man, dass die Curve 
auf der positiven Seite sich zunächst von der Abscissenaxe ent- 
fernt und dass ihre Ordinate ein Maximum erreicht, ^sobald das 

abnehmende ,, ^ bei dem Werthe angelangt ist. Von da an 

alogs ^ 

dij 
wird ,j ^ negativ, die Ordinaten nehmen also stetig ab, und die 

Curve trifft an einer bestimmten Stelle die Abscissenaxe aufs Neue. 
Man sieht leicht, dass der Lauf vom ersten bis zum dritten 
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Schnittpunkte sich unaufhörlich wiederholt. Stets wird von einer 
Durchgangsstelle an die Curve zunächst sich von der Abscissen- 
axe entfernen, eine grösste Entfernung erreichen, von da an sich 
der Axe wieder nähern bis zu einem neuen Schnittpunkte. Damit 
ist bewiesen, dass die Gleichung 

unendlich vieFe reelle Wurzeln hat. 

Für V = sind dieselben Betrachtungen anzustellen und 
führen, abgesehen von dem Ausgangspunkte, zu denselben Resul- 
taten. Für s = 0, also logs*= — oo ist y = Co, also positiv. 
Die negative Abscissenaxe ist nicht Asymptote und die Curve ver- 
läuft von Anfang an concav gegen die Abscissenaxe. 

Setzen wir s = s'i, so geht die Gleichung (2) über in 

(2*) y' = i'.f (s' i) = s'' 5] ,, / ,, 

und die Gleichung (3) in 

In (2*) besteht die Summe aus lauter positiven Gliedern, sie 
kann also nie den Werth annehmen. Der Factor s''' kann = 
. werden, wenn v >► 0, jedoch nur für s' = 0. Es gibt also keine 
rein imaginäre Wurzel der Gleichung (1). Dasselbe geht aus der 
Gleichung (3*) hervor, denn diese zeigt, dass die Curve stets con- 
vex zur Abscissenaxe liegt, ihre Ordinaten wachsen mit wachsen- 
dem s', sie kann also für positive Werth^ von s' die Abscissenaxe 
nicht schneiden. 

Auch complexe Wurzeln kann die Gleichung (1) nicht haben. 
Denn angenonmien, es oei a -{- ßi eine Wurzel, so müsste auch 
a — ßi eine Wurzel sein. Setzen wir dann 

/,(|(«-/Jt)) = i?, 

SO sind E und R' conjugirte complexe Grössen.. Zu R gehört 

c c 

f* = — (a -f- /3i), zu R' dagegen fi' = - (a — ßi), 

öf vi 
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Nun lässt sich wie im vorigen §. nachweisen, dass 

rBB!dr = 



f 





sein müsste. Dies ist aber unmöglich, da RR gleich der Summe 
von zwei Quadraten ist, die nicht fortwährend = sind, wenn r 
das Intervall von bis a durchläuft. Folglich ist die Annahme, 
es könnte a -j- ßi eine Wurzel der Gleichung (1) sein, nicht 
zulässig. 



Anmerkimg. Die Untersuchungen von Poisson über Elasticität finden 
sich in drei Abhandlungen: 
Memoire sur T^quilibre et le mouvement des corps ^lastiques. (M^m. de 

rAcad^mie, T. 8. Paris 1829.) 
Memoire sur les ^quations g^n^rales de T^quilibre et du mouvement des 
Corps solides ^lastiques et des fluides. (Journal de PEcole polytechnique. 
Oahier 20. Paris 1831.) 
Memoire sur r^quUibre et le mouvement des corps cristallis^s. (M^moires 
de l'Acad^mie, T. 18. Paris 1842.) 
Ferner sind zu beachten die betreffenden Abschnitte in dem Trait^ de 
M^canique. 

Die Torsion ist von De Saint -Yenant behandelt in zwei Aufsätzen (Me- 
moires des savants ^trangers, T. 14. Liouvüle, Journal. S^rie 2. T. 1). 

Endlich sind noch die Lehrbücher von Lam^, Olebsch und Beer zu 
nennen (Lamö: Le^ons sur la th^orie math^matique de T^lasticit^ des corps 
solides. Paris 1852. — Olebsch: Theorie der Elasticität fester Körper. Leip- 
zig 1862. Beer: Einleitung in die mathematische Theorie der Elasticität 
und Capillarität. Leipzig 1869). 



I 



Sechster Abschnitt 



Bewegung der Flüssigkeiten. 



I. Allgemeine Gleichungen der Bewegung. 

§. 98. 

Prinoip der Hydrodynamik. Prädsirung der Aufgabe. 

Wir werden uns jetzt noch beschäftigen mit der Bewegung der 
compressibeln und der incompressibeln Flüssigkeiten. Zunächst 
müssen wir die Grundgleichungen aus den Principen der Hydro- 
dynamik ableiten. Das Princip der Hydrostatik ist, dass der 
Druck in einer Flüssigkeit von allen Seiten derselbe ist 
Für das Gleichgewicht ist dieses Gesetz experimentell bewiesen. 
Ob es auch noch bei der Bewegung stattfinde, weiss man nicht, 
setzt es aber auch da voraus. 

Das Maass des Druckes wird auch hier bezogen auf die Einheit 
der Fläche. Denken wir uns also in der Flüssigkeit ein unendlich 
kleines Raumelement, etwa ein unendlich kleines rechtwinkliges 
Parallelepipedon. Die an ein Oberflächenelement angrenzende 
Flüssigkeit übt rechtwinklig gegen dieses Oberflächenelement eine 
gewisse Kraft auf das mit Flüssigkeit erfüllte Parallelepipedon aus. 
Zerlegen wir nun die Flächeneinheit in Elemente, die sämmtlich 
dem eben betrachteten Oberflächenelement gleich sind und lassen 
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rechtwinklig gegen jedes Element die eben erwähnte Kraft ein- 
wirken, so nennen wir die gesammte Kraft, welche auf die Flächen- 
einheit ausgeübt wird, den Druck. Oder mit anderen Worten: 
man erhält den Druck auf ein Flächenelement, indem man die 
ausgeübte bewegende Kraft durch den Flächeninhalt des Elemen- 
tes dividirt. 

Man kann sich nun entweder die Aufgabe stellen,' jedes Theil- 
chen der Flüssigkeit im Laufe der Zeit zu verfolgen, oder (im 
Gegentheil) die Bewegung zu untersuchen, welche an irgend einem 
Punkte der Zeit nach vor sich geht. Im ersten Falle fragt man 
nach der Bewegung und der Dichtigkeit eines einzelnen Theilchens 
zu irgend einer Zeit, im andern Falle nach dem Zustande, welcher 
in Beziehung auf Bewegung und Dichtigkeit zu irgend einer Zeit 
an einem Orte stattfindet. Wir wollen den zweiten Weg ein- 
schlagen. 

Es werde alles auf rechtwinklige Coordinaten bezogen. Als 
Unbekannte sollen angesehen werden: die Dichtigkeit q an irgend 
einer bestimmten Stelle und zu irgend einer bestimmten Zeit, d. h. 
als Function von x^ y, ^, ^; dann femer die Richtung der Bewegung 
und die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle zu irgend einer 
Zeit, d. h. die drei Componenten der Geschwindigkeit w, v^ w;, eben- 
falls als Functionen von rr, y, ä?, t Bei den incompressibeln Flüssig- 
keiten vereinfacht sich die Frage, insofern die Dichtigkeit q con- 
stant ist 



§.99. 

Oeometrisohe Relation zwischen 9, u, v, w. 

Zunächst findet rein geometrisch eine Relation zwischen ^, w, 
t;, tv statt. Wir nehmen irgend ein Flächenelement und suchen 
zu bestimmen, wie viel Flüssigkeit durch dasselbe in einem Zeit- 
element hindurchgeht, also ganz ähnlich wie bei der Bewegung der 
Wärme. Wir wollen zunächst voraussetzen, dass die ganze flüssige 
Masse sich mit derselben Geschwindigkeit in derselben Richtung 
bewege. Das Flächenstück liege rechtwinklig zur Axe der x. Wir 
machen es (Fig. 42) zur Grundfläche eines Cylinders, dessen Axe 
parallel mit der Richtung der Bewegung sein soll. Die zur Grund- 
fläche parallele Gegenfläche liege im Abstände h von derselben, 
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und zwar soll die Höhe h des Cylinders so gewählt werden, dass 

die Endflächen auf der Axe die Länge des Weges s abschneiden, 

welchen jedes Flüssigkeitstheilchen in der Zeit durchläuft. 

Dann ist h die Projection von s auf der aj-Axe. Bezeichnen wir 

mit CD die Geschwindigkeit der Flüssigkeitstheilchen und mit u 

die Componente derselben parallel der ir-Axe, so ergeben sich die 

beiden Gleichungen 

u h 



und daraus folgt 



s 



h =^ uO. 



Die Flüssigkeitsmenge, welche in der Zeit ö durch die Grund- 
fläche X <iös Cylinders hindurchgegangen ist, füllt den Cylinder 
gerade vollständig aus. Denn die Flüssigkeitstheilchen , welche 

Fig. 42. 




anfangs in der Grundfläche sich befanden, sind nach der Zeit 
gerade in der parallelen Gegenfläche angekommen. Wir finden 
also diese in der Zeit d hindurchgegangene Flüssigkeitsmenge, in- 
dem wir den Inhalt des Cylinders x^ ^^ der Dichtigkeit q der 
Flüssigkeit multipliciren. Benutzen wir aber die eben gefundene 
Gleichung für Ä, so zeigt sich, dass 

uxOq 

die Flüssigkeitsmenge ist, welche in der Zeit Ö durch das zur rc-Axe 
rechtwinklige Flächenelement % hindurchgegangen ist. D. h. man 
hat den Inhalt des Flächenelementes mit der Zeit und der Dichtig- 
keit zu multipliciren und mit der auf dem Flächenelement recht- 
winkligen Componente der Geschwindigkeit . 



Biemann. Partielle Differentialgleichiingen. 



18 
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Nehmen wir jetzt ein rechtwinkliges Parallelepipedon (Fig. 43), 
dessen Kanten dx^ dy, dz den Goordinatenaxen parallel laufen, 
und fragen nach der Flüssigkeitsmenge, welche sich in der Zeit dt 

Fig. 43. 




durch die sechs Begrenzungsflächen hindurchbewegt. Daraus lässt 
sich dann der Zuwachs an Flüssigkeitsmenge berechnen, den das 
Innere des Parallelepipedon in der Zeit dt erfahrt. Rechtwinklig 
zur ir-Axe liegen zwei Flächen, jede vom Inhalte dydz. Die erste 
geht durch den Punkt x^ y, z^ die andere durch den Punkt x-\-dx^ 
y, z. Durch die erste strömt in der Zeit d t die Flüssigkeitsmenge 

Qudydzdt 

und zwar in der Richtung von . aussen nach innen. Durch die 
andere strömt in der Zeit ä^ die Flüssigkeitsmenge 



Iqu -] ^-^ dx\ dydzdt 



aber in der Richtung von innen nach aussen. Folglich erleidet 
dadurch das Innere des Körperelementes einen Zuwachs an Flüssig- 
keitsmenge 



dx 



dxdydzdt 



Ebenso finden wir, dass 



dy 

d(QW) 



dxdydzdt 
dxdydzdt 



die Zunahmen der Flüssigkeitsmenge sind, welche von dem Durch- 
strömen durch die zur y-Axe und resp. zur ^er-Axe rechtwinkligen 



\ 
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Begrenzungsflächen herrühren. Die gesammte Zunahme der 
Flüssigkeitsmenge im Innern des Parallelepipedon ist also 

= _ ?^ + ^) + ^-P^) dxdyd.dt. 

Dieselbe lässt sich aber auch noch anders ausdrücken. Das Pa- 
rallelepipedon enthält nemlich zur Zeit t die gesammte Flüssig- 
keitsmenge 

qdxdyde^ 

und in diesem Ausdrucke ist q als Function von x^ y, z^ t anzu- 
sehen. Bleiben wir also an derselben Stelle und lassen t\xm dt 
zunehmen, so ändert sich die Flüssigkeitsmenge um 

^^dxdyd.dt 

Folglich erhalten vrir durch Gleichsetzung beider für die Zu- 
nahme gefundenen Ausdrücke die Gleichung 

8p ■ djqu) . d(Qv) . d(Qw) _ 
Ö« ">" 8« "•" 8y "•" de ■~ 



§. 100. 

Die allgemeinen Bewegungsgleiohungen. 

N 

Berücksichtigen wir jetzt einen Augenblick auch die andere 
Frage, an welcher Stelle des Baumes zur Zeit t -\- dt sich das 
Theilchen befinde, welches zur Zeit t im Punkte (:r, y, z) angelangt 
war. Dieser Punkt hat die Seitengeschwindigkeiten w, t?, w, und 
folgUch bewegt sich das Theilchen in der- Zeit dt um die Strecken 
ußt, vdt^ wdt parallel den Coordinatenaxen. Zur Zeit t -{- dthe" 
findet es sich also im Punkte (x -|- udt^ y + vdt^ z -|- wd^ und 
seine neuen Seitengeschwindigkeiten sind 

«+(87 + 8^« + 8^'' + 8i «')''*' 

, /8« , 8» ,8« , 8« \ ,, 
''+(87 + 8^« + 8]?^ + 8^ «')'**' 



w 



+ (87 + 8i« + 8P'' + 87«'j'^'- 



Die Accelerationen sind also, parallel den drei Coordinatenaxen, 
respective 

18* 
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du , du . du . du 
dt ^ dx ^ 8«/ ' d0 

dv . dv . dv , dv 

dw . dw t ■ dw , dw 
dt ^ dx ^ dy dz 

Zur Zeit t war im Punkte {x^ y, z) die Dichtigkeit = p. Sie 

ist für dasselbe Flüssigkeitstheilchen nach Ablauf der Zeit t -\-~ dt 

übergegangen in 

. /do . dg I 8^ I 8p \ ,. 

^ ' \^^ .8a; dy ^ dz ) 

Es kommt nun darauf an, die bewegenden Kräfte auszudrücken, 
welche auf das mit Flüssigkeit erfüllte unendlich kleine Parallel- 
epipedon einwirken. Die äusseren beschleunigenden Kräfte be- 
zeichnen wir mit X, F, Z. Ausser ihnen kommen noch die Druck- 
kräfte in Betracht, welche die benachbarte Flüssigkeit auf das 
Parallelepipedon ausübt. Wir bezeichnen den Druck im Punkte 
(rp, y^ z) mit p. Dann handelt es sich um die Druckkräfte, welche 
rechtwinklig gegen die sechs Begrenzungsüächen einwirken. Recht- 
winklig auf der Richtung der ^ä? stehen zwei Seitenflächen, jede 
vom Inhalt dy dz. Die erste geht durch den Punkt (x, j/, z)^ die 
andere durch den Punkt (x -|- dx^ y, z). Auf die erste wirkt daher 
in der Richtung der wachsenden x die Druckkraft 

pdydz, 
auf die andere dagegen in der Richtung der abnehmenden x die 
Druckkraft 

(pA-^d^^dydz. 

Die gesammte Druckkraft, welche also in der Richtung der 
wachsenden x das Parallelepipedon zu bewegen strebt, ist demnach 



= — T^dxdydz. 

dx ^ 



Ebenso erhält man 

— -^^dxdydz. 

dy ^ \ . 

d p ' 
— . T^dxdydz 

. •• z 

als die Druckkräfte, welche resp. in der Richtung der wachsenden 
y und der wachsenden z auf das Parallelepipedon ausgeübt werden. 



j 
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Die dem Parallelepipedon eingeprägten bewegenden Kräfte 
liefern also parallel den Coordinatenaxen die Componenten 

Nach dem Princip d'Alembert's haben wir die mit der Masse 
multiplicirten Accelerationen um diese eingeprägten bewegenden 
Kräfte zu vermindern und die Differenzen = zu setzen. Dadurch 
ergibt sich 

.-. l dp ^ du du du du 

^ -^ Q dx dt dx dy dz 

.^. l dp ^ dv dv dv dv 

^ ^ Q dy dt dx dy dz 

,„. 1 9p « dw dw dw dw 

^ ^ Q dz ot dx dy dz 

Als vierte Gleichung kommt die im vorigen §. abgeleitete Re- 
lation zwischen p, m, v, w hinzu, nemlich 

(A^ ag , dJQu) d(Qv) d(Qw} _ . 

^^ dt ^ dx ^ dy ^ dz ~ 

Diese vier partiellen DiflFerentialgleichungen gelten sowohl für 
compressible als für incompre^sible Flüssigkeiten. Das Unter- 
scheidende ist in einer fünften Gleichung noch hinzuzufügen. Pie 
fünfte Gleichung muss. einen durch Experiment zu erforschenden 
Zusammenhang zwischen Druck und Dichtigkeit geben für com- 
pressible Flüssigkeiten. Sie sagt dagegen fiir incompressible 
Flüssigkeiten aus, dass die Dichtigkeit cönstant ist. Danach lautet 
die fünfte Gleichung 

für compressible Flüssigkeiten: 

(5) P = 0(q), 

für incompressible Flüssigkeiten dagegen: 

(5a) Q = const. 

Man kann aber für incompressible Flüssigkeiten die Gleichung 
(5 a) mit (4) verbinden. Es folgt nemlich aus der Gleichung (5 a) 
sofort, dass das Differential von q gleich Null sein muss, d. h. 
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dQ . dg . dQ . dg . 
dt ^ 8a? ' oy ' de 

Führt man in (4) die Difierentiation aus, so erhält man 

dt ^ 8a; ' 8y ' de 



, /du , 8t? , 8tt;\ ^ 



und dies, mit der vorigen Gleichung verbunden, gibt für incom- 
pressible Flüssigkeiten: 

,. . 8w , 8v , 8w; ^ 

^ "^ 8a; ' 8y ' 8;ef 



§. 101. 

Vereinfachung beim Vorhandensein einer Potential- 

funotion. 

Die partiellen Differentialgleichungen (1), (2), (3) des vorigen 
§. lassen sich zu einer einzigen Gleichung zusammenziehen, wenn 
die Gomponenten der äusseren beschleunigenden Kräfte X, F, Z 
die nach den Coordinaten genommenen partiellen Derivirten einer 
Function V des Ortes sind, d. h. wenn die Gleichungen gelten 

(a) Y=f. 

dz 

Dieser Fall, der in der Natur eine wichtige Rolle spielt, soll 
jetzt besonders behandelt werden. 
Wir setzen zur Abkürzung 

du . du . du , du ^^ 

/1-N dv . 8t; , 8v , dv ^ 

^^ 8^'8a;'8y' dz ^ 

dw i div , dw , dw V» 
8^ ' 8a; ' 8y ' 8^8? 
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Multipliciren wir die Gleichungen (1), (2), (3) des vorigen §. 
der Reihe nach mit dx^ dy^ dz und addken, so ergibt sich 

für compressible Flüssigkeiten: 

Q ^^^\dx ' dy " ' d0 ) 
dagegen für incompressible Flüssigkeiten: 

fi\bx ' oy " de } 

In beiden Fällen ist der Ausdruck auf der linken Seite vom 
Gleichheitszeichen ein vollständiges Differential. Folglich muss auch 

Vdx-\-qdy'\'Bdz 

ein solches sein, d. h. bei dem Vorhandensein einer Potentialfunc- 
tion F, aus welcher die Kraftcomponenten X, F, Z sich durch die 
Gleichungen (a) ablßiten lassen, sind die Functionen P, ^, B, an 
die drei partiellen Differentialgleichungen geknüpft: 

Öy %x~ ' 

dx dz 

Führt man an P, Q und R die Differentiationen wirkUch aus, so 
sieht man, dass die drei Gleichungen (d) jedenfalls dann zu Stande 
kommen, wenn für jedes Flüssigkeitstheilchen zu jeder Zeit 

du dv 

dy'^ dx~ ' 

. . dv dw ^ 

^^> äi-äi = ^' 

dw _^du 

dx dz~ 

In diesem Falle ist 

udx-\-vdy-\-wdz = d<p 
ein vollständiges Differential, und wir haben 



280 Sechster Abschnitt. Bewegung der Flüssigkeiten. 



(f) 



u 




t 


) = 


d(p 
■ dy' 


dw 

^ — '^I' 


p 


d 
dx 


'dtp 

[dt 


+ 


2(«« + 


v^ + w^) , 


Q 


d 


'd tp 
[dt 


— 


1(^* + 


v^ + w^) , 



«=^[lf+^("-+"*+"')] 



Die Gleichungen (c) und (c*) lassen sich dann integriren, und 
man erhält 

für compressible Flüssigkeiten: 

dagegen für incompressible Flüssigkeiten: 

(^*> ■ If + ^ («' + «* + 1«^) = >^ - f + ^' 

Die Integrationsconstante T ist von x^ y, z unabhängig, kann 
aber noch eine Function von t sein. 

Es fragt sich nun, unter welchen Umständen bei dem Vor- 
handensein einer Potentialfunction V die Gleichungen (e) für jedes 
Flüssigkeitstheilchen zu jeder Zeit erfüllt sind. 

Wir setzen zur Abkürzung 

dv dw 

00 oy 

dw du 

dx~dl~^' 

du _dv_ _' 
dy dx ^* 

Die Gleichungen (d) lassen sich dann folgendermaassen schreiben 
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dt ' dx ^ dy dz 

'^*\8i"^8^ + 87y~'^8^""^8^""*87~' 



(d) 



8^ ' 8a; ' 83/ ' 8-8? 



, /8m I 8i?^ I 8 w\ 8m 8m 8m 

"^n8^"^8y"^8^/~^8^^^8^~*8^~' 



8^ . 8^ , 8^ , 89 

8^ ' 8ic ' 81/ ' dz 



, ^/8m , 8t; , 8m;\ dv dv 8 1; _ 

+ Häi + äi; + ä^j " ^ä^ ~ ^ä^ ~ *8^ = ^- 

Wenn nun für irgend ein Flüssigkeitstheilchen zur Zeit t die 
Gleichungen (e) erfüllt sind, so vereinfachen sich für eben dieses 
Theilchen die Gleichungen (d) zu den folgenden: 

8j , 8j , dl , dl 
8^ ' 8x ' 8y ' dz 

89 I 81} , 8^ , 85 ^ 

8^ ' 8;r ' 82/ 8;2: 

8^ ' 8rc ' 82/ 8-8? 

Daraus erkennt man, dass für eben dieses Flüssigkeitstheilchen 
auch diejenigen Werthe gleich Null sind, welche die Functionen 
I, 5, j zur Zeit i '\' ät besitzen. Derselbe Schluss lässt sich dann 
fortwährend wiederholen, und wir gelangen dadurch zu dem wich- 
tigen Satze: 

Wenn die Componenten der äusseren beschleunigenden Kräfte 
die partiellen Derivirten einer Potentialfunction Y sind [Gleichun- 
gen (a)] und die Seitengeschwindigkeiten m, v, m; irgend eines 
Flüssigkeitstheilchens in einem gegebenen Zeitmoment den Gleichun- 
gen (e) Genüge leisten, so gelten für eben dieses Flüssigkeitstheil- 
chen die Gleichungen (e) auch zu jeder späteren Zeit. 

Wir wollen mit Mq, Vo» m;o die Werthe von m, v^mo zur Zeit ^ = 
bezeichnen. Diese Anfangswerthe der Geschwindigkeits- Com- 
ponenten sind Functionen von x^ y, z. Wir wollen voraussetzen, dass 
sie für jedes Flüssigkeitstheilchen den partiellen Differentialgleichun- 
gen genügen: 
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dy dx ~ ' 

dx dz ~"' 

Dann sind bei dem Vorhandensein einer Potentialfunction V die 
Gleichungen (e) zu jeder späteren Zeit für jedes Flüssigkeits- 
theilchen erfüllt, und in Folge davon kommen die Gleichungen 
(I) und resp. (I*) zu Stande. 



IL Fortpflanzung der Schwingungen in einem com- 

pressibeln (elastischen) Medium. 

§. 102. 
Ableitung der partiellen Difibrentialgleichungen. 

Wir wollen zunächst die äusseren Kräfte X, F, Z gleich Null 
nehmen, also namentlich auch von der Schwere der compressibeln 
Masse abstrahiren. Die Masse sei im Gleichgewicht homogen. 
Das Gleichgewicht soll nur wenig gestört werden, so dass wir 

w, t;, w als imendUch klein ansehen und Producte wie t* ^— als un- 

öx 

endHch klein in zweiter Ordnung im Vergleich zu den unendUch 

kleinen Grössen erster Ordnung vernachlässigen dürfen. Dann 

reduciren sich die Gleichungen (1), (2), (3) des §. 100 auf folgende: 

l dp du 

'q dx~~dl' 

1 8jp dv 

'Qdy~~dt' 

JL?^ — _ £!? 

Q'dz~ dt' 

Die Dichtigkeit beim Gleichgewichtszustande sei z/, während q 
die veränderUche Dichtigkeit ist, welche sich aber nur sehr wenig 
von J unterscheiden soll. Wir setzen demnach 
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und verstehen unter s einen sehr kleinen Bruch, von welchem die 
höheren Potenzen auch vernachlässigt werden können. Diesen 
Bruch s nennt man die Gondensation, wenn er positiv ist, die 
Dilatation, wenn er negativ ist. 

Da nun p = 0(q) ist, so. haben wir 

In _. und in 0^[J(1 -)- «)] darf s gegen die Einheit ver- 
nachlä.^g^'w'erden, so dass wir behalten 

0'(J) ist positiv, da der Druck mit der Dichtigkeit wächst. Wir 
setzen also ^C-^) = a" und erhalten nun statt der Gleichungen 
(1), (2), (3) des vorletzten §. 

^ ^ dx dt 

^^ dy dt' 

Um die Gleichung (4) des §. 100 umzuformen, beachten wir, dass 

dt~dt' 

dx dx~ dx 

ist, und dass -4 — - als unendlich klein im Vergleich zu ^— ver- 
öde ox 

nachlässigt werden kann. Bilden wir in derselben Weise die DifiFe- 
rentialquotienten ^ ^ und ^^ ^ , *so geht die Gleichung (4) des 
§. 100 über in 

A^^ dt^dx^dy^ dz-^' 

Die Gleichungen (1), (2), (3), (4) in der jetzt vorliegenden ver- 
einfachten Form können wir leicht so combiniren, dass sie nur eine 
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einzige abhängige Variable enthalten. Wir brauchen nur (1) nach 
X zu differentiiren, (2) nach y, (3) nach z und (4) nach t Sub- 
stituiren wir dann in die letzte Gleichung, was nach den drei 
ersten gleich 

dxdV dydV dzdt 
ist, so ergibt sich 

^ ^ dP~^ \dx^ "^ 8y2 + g^2/ 

Diese partielle Dififerentialgleichung ist von derselben Form, 
wie bei dem Problem der schwingenden Saiten und der schwin- 
genden Membranen. Nur sind dort zwei und resp. drei unabhän- 
gige Variable vorhanden, hier dagegen vier. In ähnlicher Weise 
hatten wir bei den Untersuchungen über die Bewegung der Wärme 
im einfachsten Falle zwei unabhängige Veränderliche und in dem 
complicirtesten Falle vier, nemlich, gerade wie hier, die Zeit t und 
die drei Raumcoordinaten x^ y^ z, » 

üeberlegen wir nun, was gegeben sein muss, und welchen 

Weg wir einzuschlagen haben , um zur Lösung der Aufgabe zu 

gelangen. Als direcit gegeben dürfen wir den Anfangszustand des 

Mediums voraussetzen, d. h. für ^ = die Componenten Wo» ^oj «?o 

für jeden Punkt, und ebenso die anfängliche Condensation Sq. Die 

völlig bestimmte Lösung der partiellen Differentialgleichung (I) 

8s 
erfordert aber noch die Kenntniss des Differentialquotienten ^ 

zur Zeit ^ = 0. Dieser lässt sich vermöge der Gleichung (4) aus 
den gegebenen Functionen Wq? ^o» ^o ableiten, nemlich 

\dtj dx dy dz 

t = 

Zunächst werden wir nun die allgemeine Lösung der par- 
tiellen Differentialgleichung (I) aufsuchen und in ihr die willkür- 
lichen Constanten so bestimmen, dass für ^ = die Function s 

, ds . 
und ihr Differentialquotient nach der Zeit ^ in die gege|benen 

et 

Functionen übergehen. Ist; diesen Bedipgungen entsprechend s 

bestimmt, so finden sich m, v, tv mit Hülfe der Gleichungen (1), 

(2), (3) durch einfache Quadratur. Es ergibt sich 
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t 



w =Wo — a^ I TT— dt 

J d0 





§. 103. 

Fortpflanzung des Schalles in einer unendlichen Röhre. 

Ehe wir das Probjem in seiner Allgemeinheit behandeln, wollen 
wir den speciellen Fall vornehmen, in welchem alle Bewegungen 
einander parallel sind, also nur eine Raumcoordinate in Betracht 
kommt. Dieser Fall zeigt sich bei der Fortpflanzung des Schalles 
in einer Röhre. Es soll dabei auch die anfängliche Condensation 
nur von x abhängen und Vq = 0^ Wo = sein. Dann wird die 
Function s nur von x und t abhängig sein, ebenso u nur von x und 
t und es wird zu jeder Zeit v = O^w = 0. 

Die Aufgabe spricht sich aus in den beiden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 

Aus ihnen leiten wir die eine Gleichung her 

Dazu kommen noch die Bedingungen 

(4) s:==f(x) für* = 0, 

(5) u:^F(x) „ *==0. 

Die Gleichung (3) ist von derselben Form wie bei dem Pro- 
blem der schwingenden Saiten. Dort haben wir als allgemeine 
Lösung gefunden 

s = g) (x -^ at) -\- t (x — O'ty 
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Von dieser gehen wir auch hier aus. Zunächst bestimmt sich aus 
der Gleichung (2) 

g|= - g7 = - ac)p'(a: + aO + a^'(a:- aOi 

also 

M = — ag)(x -}- «0 + aif(x — at) + 21 
Die Integrationsconstante T ist von x unabhähgig, könnte aber 
noch eine Function von t sein. Setzen wir nun die gefundenen 
Lösungen in die partielle Differentialgleichung (1) ein und be- 
achten, dass 

g^ = y'C« + «0 + *'(« - «0. 

ist, so zeigt sich, dass die Gleichung (1) nur erfüllt werden kann, 
wenn 

dt 

ist. T kann also auch von t nicht abhängig sein. Auf die Grösse 
dieser Constanten kömmt aber gar nichts an, und wir dürfen dafür 
unbedenklich setzen. Denn die eben gefundene Function s ändert 
sich nicht, wenn wir q)(X'{- af)-{'h einsetzen statt q)(x-\-at) und 
rlf(x — at) — k statt ^(^ — at). Führeii wir dann dieselben neuen 
Functionen in den Ausdruck für u ein und nehmen die völlig will- 

T 

kürliche Grösse ä = ^— , so ergibt sich 

^ a 

u = '^ ag)(x + at) — ^T -j- ailf(x — at) — ^T-^-T, 

d.h. 

u = — aq>(x -{- at) -j- at(x — at). 

Jetzt sind noch die Bedingungen (3) und (4) zu erfüllen. Für 
^ = erhalten wir 

u = -^ a(p(x) -}- aij) (x% 
folglich lauten jene Bedingungen 

(p(x)-^flf(x)=f{x), 
— aq>(x) -\- ail)(x) = F(x), 

Daraus findet sich 
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und die Lösung unserer Aufgabe ist in den beiden Oleichungen 
enthalten 

u = -lf(x-\-at) + ^F(x+at)-^p(x-at) + ^F(x-at). 

Diese Lösungen setzen aber voraus, dass die Functionen /und 
F für jeden Werth des Arguments bekannt seien. Demnach müssen 
wir die Röhre in der Richtung der x unendlich nehmen. Ist sie 
begrenzt, so kommen noch die Grenzbedingungen in Betracht, in 
derselben Weise wie bei dem Problem der schwingenden Saite. 



§. 104. 

Fortsetzung. Die ursprilngliolie Ersohütterung ist auf 
eine begrenzte Strecke beschränkt. 

Wir nehmen den besondem Fall, dass ursprünglich nur in 
einem bestimmten Stück zwischen den Abscissen m und n, Fig. 44, 

Fig. 44. 



■i 1 f- 



m 



die Luft sich bewegt hat. Also sind die beiden Functionen / und 
F ausserhalb dieses Intervalles gleich Null, 

f(x) = 01 für rr < m 

F(x) = Oj und „ rr > w. 

Wir betrachten zunächst einen Punkt, für welchen 

ist. Für diesen sind immer f(x + « ^^^ -^(^ + « gleich Null. 
Also wird 
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und diese sind nur dann von verschieden, wenn 

Es tritt also zuerst Erschütterung ein, wenn 

a 
und sie hört aufi wenn . ' 

^„ _ x — m 

i — —' 

• • , • a 

Die Dauer der Erschütteiling ist demnach 

a 

Die Länge der Welle ist w —- m, folglich a die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit Zwischen s und u findet hier die Beziehung statt 

u = as, 

d. h. die Geschwindigkeit ist der Verdichtung oder Verdünnung 
proportional. Wenn s positiv ist, also Condensation stattfindet, so 
iist auch u positiv, und die Bewegung des einzelnen Lufttheilchens 
geht nach derselben Seite hin, nach der die Welle fortschreitet. Ist 
dagegen s negativ, findet also Dilatation statt, so ist auch u nega- 
tiv : die Bewegung des einzelnen Theilchens geht nach, der ent- 
gegengesetzten Richtung wie die fortschreitende Welle. 
Wir betrachten zweitens einen Punkt, für welchen 

X <Z m. 
Für diesen ist stets _. - _ 

f(x — at) = 0, 

_ F(x -^ at) — 0, 

also haben wir jetzt 

s = ^/(a; + at) - -L- F(x' +^,a t% 
(2) ... . .■^"- 

« == - |/(a5 + at) +.lFix + at), , . 

Die Erschütterung beginnt,' wenn 

, m — X 

a 
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und sie hört auf, wenn 

a 
ist. Ihre Daner ist daher 

w — m 



r-.^ = 



a 
Zwischen s und u findet die Beziehung statt 

u z=z — as. 
Die Geschwindigkeit ist also hier ebenso wie vorher der Verdich- 
tung oder Verdünnung proportional, und die Bewegung des ein- 
zelnen Lufttheilchens findet in der Richtung der fortschreitenden 
Welle oder in der entgegengesetzten Bichtung statt,' je nachdem 
Gondensation oder Dilatation vorhanden ist. 

Fassen wir das Resultat zusammen, so ergibt sich Folgendes. 
Durch die ursprüngUch zwischen x = m\mAx = n auftretende 
Erschütterung werden zwei Wellen erregt, jede von der Länge 
n •— mj welche mit der constanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
a sich nach entgegengesetzten Richtungen parallel der x-Axe fort- 
bewegen. Zur Zeit t befinden sich die Wellen an zwei Orten, 
welche von der Erregungsstelle nach entgegengesetzten Seiten 
gleich weit abstehen, nemlich die eine liegt 

zwischen x = m -\- at und x = n -\- at^ 

und die andere 

zwischen x ^= m — at und x = n — at 

Indem die eine Welle sich fortbewegt, ändert sich ihre Natur nicht, 
es wird nur ein und derselbe Ersbhütterungszustand mit der con- 
stanten Geschwindigkeit a verschoben. Dasselbe gilt von der 
andern Welle. Beide Wellen, auf einander gelegt, geben den ur- 
sprünglichen Zustand zur Zeit ^ := 0. 

Wenn die ursprüngliche Geschwindigkeit wo = ist, also 
F(x) = 0, so haben wir 

s = lf(x-at) + lf(x + at), 

Dann theilt sich die ursprüngliche Gondensation und Dilatation 
in gleiche Theile, indem die eine Hälfte nach rechts, die andere 
Hälfte nach Unks geht. Die beiden Wellen sind also congruent. 

Biemann. Partielle Differentialgleichimgen. ;[9 
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Euler, von dem diese ganze Theorie herrührt, machte sich 
den Einwurf, weshalb jede der beiden Erschütterungen, die zur 
Zeit t stattfinden, sich nur einseitig fortpflanze, während doch durch 
die ursprüngliche Erschütterung zur Zeit ^ = nach beiden Sei- 
ten eine Welle ausgesandt wird. Man könne ja auch den Zustand 
zur Zeit t als Anfangszustand ansehen. Dieser Einwurf erledigt 
sich sehr einfach. Der Grund der einseitigen Fortpflanzung der 
Welle liegt in den Beziehungen u = as und resp. u = — as. 
Findet die eine oder die andere Beziehung auch für f = statt, 
so bekommt man eine Welle, die von vom herein nur einseitig 
fortschreitet. Wir können aber stets die willkürlich gegebenen 
Functionen /(a;) und F(x) als Summen von je zwei Functionen 
darstellen 

/(a5)=/i(«)+/«(a5), 

80 dass zwischen /x (x) und Fi (x) die Beziehung stattfindet fi (z) 

:= — Fl (x) und zwischen /j (x) und Fj (x) die Beziehung /» (a?) 

1 
= Fi (x). Zu dem Ende setzen wir 

F, (X) = ^f(x) + 1 F(x), 
h ¥) = \fix) - 2^ Fix), 

F^{x) = ^fix)-^\F{x). 

Stellen wir dann nach der Gleichung (I) des vorigen §. die Func- 
tionen Si und Wi her, welche den Anfangswerthen /i (x) und Fx {x) 
entsprechen, so erhalten wir eine Welle, welche nur in der Bich- 
tung der positiven x fortschreitet, und zwar sind die gesuchten 
Functionen keine anderen als die in Gleichung (1) ausgedrückten. 
Ebenso erhalten wir aus den Anfangswerthen f^ (x) und F^ (x) zwei 
Functionen s^ und Wa, die in der Gleichung (2) ausgedrückt sind, 
und durch sie wird eine Welle charakterisirt, die von vom herein 
nur nach der Richtung der negativen x sich einseitig fortpflanzt 
Es tritt hier also noch einmal hervor, dass der beUebig gegebene 
Anfangszustand durch Superposition hergestellt werden kann aus 
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zwei einzelnen Zuständen, von denen der eine nur nach rechts, 
der andere nur nach links mit der constanten Geschwindigkeit a 
fortschreitet 



§. 105. 

Fortsetzung. Reflexion an einer festen Wand. 

Soll die Röhre für a? = durch eine feste Wand begrenzt sein, 

die in die yjsf-Ebene fällt, so sind die Functionen / und F nur für 

positive Werthe der Variabein gegeben. Ausserdem tritt noch die 

Bedingung auf 

w = für aj = 0. 

Wir hatten nun aber im §. 103 gefunden 

w = — og)(a; -f" <*0 H" (^"Pi^ — <^^)' 
Setzen wir darin x = und beachten die eben aufgestellte Bedin- 
gung, so findet sich 

*(— 9) = 9>(9)- 
Als Lösung der Aufgabe erhalten wir, wie in §. 103: 

u^= — a(p{x -\- at) -^ a^{x — at\ 

und so lange a? — a^ > ist, bleiben auch die Functionen 9 und 
^ dieselben wie dort, nemlich 

ip(x-{-at) = \f(x + at) -±F(x-\- at), 

(2) ^ ^" 

f(x- at) = ^f(x - at) + ^F(x - at). 

Wird aber x — af < 0, so ist vermöge der eben gefundenen Glei- 
chung 

M>(x — at) = (p(at — x), 

d. h. wir haben dann 

9 (« + at) = ^f(x + at) - ^F(x + at), 

(3) 1 1 

i>(x- at) = -^f(at -x)- ^F(at - x). 

I 

Die Gleichungen (2) und (3) lassen sich zusammenfassen, wenn 
wir setzen 

19* 
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f.. f(-9)=f(9\ 

^ ^ F{-9) = - F(Q). 

Diese Bestimmung dürfen wir treffen, da ursprünglich die 
Functionen / und F nur für positive Werthe det Variabein gege- 
ben sind. Hat man aber die Gleichungen (4) aufgestellt, so wird 
dadurch der Anfangszustand (für ^ = 0) auch auf dem Gebiete der 
negativen x festgesetzt, und zwar sind für zwei entgegengesetzt 
gleiche Abscissen die ursprünglichen Condensationen und resp. 
Dilatationen einander gleich, die ursprünglichen Geschwindigkeiten 
entgegengesetzt gleiche. D. h. wir ersetzen die feste Wand da- 
durch, dass wir auf der Seite der negativen x eine ursprüngliche 
Erregung annehmen, welche in einem mit der a;^-Ebene zusammen- 
fallenden Planspiegel als Bild der gegebenen Erregung auf der 
positiven Seite erscheinen würde. Aus dieser angenommenen Er- 
regung entspringen zwei Wellen. Die eine schreitet mit der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit a in der Bichtung der negativen x fort. 
Sie ist das Spiegelbild der Welle, für welche die Gleichungen (1) 
des vorigen §. gelten. Sie kommt hier nicht weiter in Betracht, da 
sie niemals auf das Gebiet der positiven x gelangt. Die andere 
schreitet von der negativen Erregungsstelle aus mit der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit a in der Richtung der positiven x fort Sie 
ist das Spiegelbild der Welle, für welche die Gleichungen (2) des 
vorigen §. gelten. 

Von der Zeit < = — an bis zur Zeit t=- begegnen sich also 

an der Stelle x = zwei Wellen, von denen die eine das Spiegel- 
bild der andern ist. Daraus folgt, dass für o; = die Lufttheil- 
eben eiitgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten erhalten. Während 
der eben angegebenen Zeit tritt die von der positiven Erregungs- 
stelle herrührende rückwäxtsschreitende Welle auf das negative 
Gebiet und ihr Spiegelbild auf das positive Gebiet überi Von da 
an kommt nur die letzte von beiden in Betracht. Es findet also 
hier ganz dasselbe Gesetz statt wie bei der Spiegelung. Die von 
der positiven Erregungsstelle rückwärts schreitende Welle wird 
von der festen Wand reflectirt und pflanzt sich dann in der Rich- 
tung der positiven x fort Sie ist nach der Reflexion zu jeder Zeit 
das Spiegelbild derjenigen Welle, die beim Fehlen der festen Wand 
auf dem Gebiete der negativen x in negativer Richtung verlaufen 
würde. 
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Ebenso können wir die Röhre auf beiden Seiten begrenzt den- 
ken, und haben dann nur dieselbe Betrachtung zu wiederholen. 
Der Schall läuft unaufhörlich in zwei Wellen hin und her, weil an 
jeder Seite die Wellen zurückgeworfen werden. 

Bei dieser Untersuchung ist von jeder Reibung abgesehen. 



§. 106. 
Allgemeiner Fall. Umformung von Pourier's Lehrsatz. 

Wir wollen jetzt zu der allgemeinen Aufgabe von der Bewegung 
des Schalles übergehen. Diese Aufgabe ist in §. 102 in den 
Gleichungen ausgesprochen 

(2) s=f(x,y,z) für^ = 0, 

^^> 8e = ""-8^- 87~"8l ^'^' ^ lur^ = 0. 

Man kann die Aufgabe leicht lösen durch bestimmte Integrale, 
und zwar durch dreimalige Anwendung von Fourier's Lehrsatz. 
Daraus geht ein sechsfaches Integral hervor, das sich aber durch, 
eine Reihe von gewöhnlichen Transformationen in ein Doppel- 
integral umwandeln lässt, und aus diesem kann man die wesent- 
lichen Momente der Lösung erkennen. Das Auftreten des Doppel- 
integrals liegt aber in der Natur der Sache, denn es wird sich 
zeigen, dass die Veränderungen in einem Punkte von dem anfange 
liehen Zustande in einer bestimmten Kugelfläche abhängen, so dass 
diese das Doppelintegral selbst bedingt. 

Ehe wir zu der eigentlichen Lösung der Aufgabe übergehen, 
wollen wir eine kleine Umwandlung von Fourier's Lehrsatz vor- 
nehmen. Wir haben denselben entwickelt für eine beliebige An- 
zahl von Veränderlichen. Für drei Variable lautet er 

X(x^y^z)=— I I I I I I x{^^l»":v)cosÄcosBcosCdadßdydkdiidv^ 

Die Integrale in Beziehung auf oe, /3, y sind von^ bis oo , die In- 
tegrale in Beziehung auf A, fi, v von » oo bis -)- qo zu nehmen. 



294 Sechster Abschnitt, Bewegung der Flüssigkeiten. 

Die drei ersten Integrale geben aber, von — oo bis erstreckt, 
dasselbe wie von bis -f- oo , folglich können wir auch schreiben 

■7o~^ I I I I I I %{'^'il'"i'^)oo$AcosBcosCdadßdYdXd^dv^ 

und es sind nun alle sechs Integrale von — oo bis oo zu nehmen. 
Das Product cos A cos B cos G lässt sich leicht umformen in die 
Summe 

U cos(^ + JB+ (7) + cos(- 4 + JB+ C) 

4 1+ cos (-4 - B + C) + cos (^ + J? - C) 

und danach zerfällt der vorige Ausdruck in eine Summe von vier 
Ausdrücken, die aber alle vier dasselbe Besultat der Integration 
geben« Denn es tritt z. B. in dem zweiten Ausdrucke der Cosinus 
auf von dem Winkel —a(x — k) -\- ß(y — f^) + y (^ — i')« Die 
Integration in Beziehung auf a ist zu erstrecken von — oo bis 
-(- 00. Daher darf man — a mit -f- a vertauschen, und es wird 
durch diese Vertauschung der zweite Ausdruck mit dem ersten 
gleichlautend. Dasselbe gilt von dem dritten und vierten Ausdrucke, 
wenn man — ß mit -f- ß und resp. — y mit -(- y vertauscht Wir 
erhalten demnach 

Von der Bichtigkeit (Jieser Umformung kann man sich auch 
mit Hülfe des Imaginären überzeugen. Setzt man nemlich in dem 
vorletzten Ausdrucke für % (^? J/? ^) statt irgend eines der drei Co- 
sinus den Sinus, so wird das Besultat = 0, weil die Integration 
von — 00 bis -f- 00 erstreckt wird. D. h. es ist 

= 

.^ w / I I 1 I I %{^V"iV)sinAcosBcosCdndßdydXd^dv. 



Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit i = V— -I 
und addiren das Besultat zu dem vorletzten Ausdrucke fvix %{x^y^e\ 
so ergibt sich 

Q^z [ I I I I I %{KV">v)€f'^''''^^*cosBcosCdadßdydXdiidv. 
Durch Wiederholung desselben Verfahrens erlangen wir 



I 
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^^ f f f f f AC'^'^'^)^'^*^'^"^ ■^^^^"^^^^^''"''"'^«^iä^y^^^f*^^- 

Hier können wir wieder das Reelle vom Imaginären trennen und 
machen die Bemerkung, dass der Factor von i zu Null wird. Wir 
erhalten also wie vorher 

Wtf f f f f fT^^^^^^''^'^^^^'^ + ^+^'^^''^^^'^^^^^^''^ 

und die Integrationen sind sämmtlich von — oo bis + oo zu 
nehmen. 

Nach dieser Abschweifung wenden wir uns zu der eigentlichen 
Aufgabe. Der partiellen Differentialgleichung (1) genügt die par- 
ticuläre Lösung 

wenn wir 

^2 = a2 (a2 + /J2 -(- y2) 

setzen. Denn alsdann ist 

8^5 g2s gJs 

ga;2 ' oy^ ^ dz^ 

Vermöge der Bedingungsgleichung für 0* sind auch 

und 

particuläre Lösungen, aus denen wir leicht die folgenden vier 

ableiten 

cos^'t . cos \a{x — A) -}- /3 (y — • fi) -f- y{z — v)\ 
cosd't . sin[aXx — A) -f- ß(y — ft) -[- y(^ "~ ''')]» 
sm -Ö-t . cos [a (a; — - A) -j- /5 (y — ^^) + y (^ — *')]» 
sm-Ö"* . sin[a(x — A) + /S(j/ — f*) + Y(^ — ^)]- 

Jede dieser vier Lösungen darf mit einer willkürlichen Function 
von A, n^ V multiplicirt werden. Auch darf man ein solches Product 
mit da dßdydXd^dv multipliciren und hierauf eine sechsfache 
Integration zwischen beliebigen Grenzen ausfuhren. Das Resultat 
•ist immer noch eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (1). 
Um den Nebenbedingungen (2) und (3) Genüge zu leisten, 
decomponiren wir die Aufgabe. Wir setzen 
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und stellen die Nebenbedingungen auf 



(2*) 


s'—f(x,y,0) fürf 0, 


(3*) 


It-» . '-«. 


und femer 




(2**) 


s" — ÜlTt — 0, 


(3**) 


%■ F(x,y,g) „ t 0. 



Wir gelangen zu einer Function s\ welche der partiellen 
DiflFerentialgleichung (1) genügt und die Nebenbedingungen (2*) 
und (3*) befriedigt, wenn wir ausgehen von der particulären 
Lösung 

cosatVa» + /5»4-y* • cos[(»ix — i) + ßdf — f*) + y(^ — '»')] 

= cosd^t .cos(Ä-\- S -}-C)y 

denn diese erfüllt schon die Gleichung (3*). Nach dem Lehrsatze 
von Fourier, wie er in diesem §. umgeformt ist, haben wir aber 

Folglich wird 
(I) s' = 

die Lösung der partiellen Differentialgleichung sein, welche die 
Nebenbedingungen (2*) und (3*) befriedigt. 

Zur Herstellung der Function s" gehen wir aus von der par- 
ticulären Lösung 

sinatVa,^ + /5^ + y^ . cos[a(x — A) -f ß(y — ft) + y(^ — v)] 

= sind't . cos(A + JB 4- C), 

denn sie genügt schon der Gleichung (2"**). Beachten wir dann, 
in welcher Weise sich die Function F{x^y^z) nach Fourier's 
Lehrsatze entwickeln lässt, so sehen wir, dass 
(H) s" = 

zu setzen ist. Die Integrationen in (I) und (II) erstrecken sich 
sämmtlich von — oo bis -(- oo. 
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Es möclite nicht überflüssig sein zu bemerken, dass s' aus s" 
hervorgeht, indem man / statt F schreibt und den Differential- 
quotienten nach t nimmt. 



§. 107. 

Fortsetzung. Reduction 4er sechsfaclien Integrale auf 

Doppelintegrale. 

Die sechsfachen Integrale in der Gleichung (I) sowohl als in 
(11) des vorigen Paragraphen lassen sich auf DoppeUntegrale zu- 
rückführen. Wir wollen diese Umformung an dem Ausdrucke (II) 
vornehmen. Zu dem Ende fassen wir a, /3, y als rechtwinklige 
Goordinaten auf und führen statt derselben Eugel-Coordinaten ein 
dnich die Gleichungen 

ß = Q sin cos g), 
y = QsinO sin (p. 

Die Integrationen sind dann zu erstrecken von ^ = bis p = oo , 
von ö = bis = Ä und von 9? = bis y = 2 ;r. Das Raum- 
element war vorher dudßdy und ist jetzt Q^sinddgdddq). In 
dem transformirten sechsfachen Integral können wir die Ordnung 
der Integrationen beliebig nehmen. Wir integriren also zuerst in 
Beziehung auf und q>, dann in Beziehung auf t/, ft, A und endHch 
in Beziehung auf q. Dadurch ergibt sich 

(1) ^" = ^J'-^^ä9fffF(X,,,v)dXä,dv.J. 



00 —OD — 00 

3ir ir 



J= I dg> I sinOcosylcosO -{- msinQcosq> -{- nsin0sin^\d6. 
b 

Wir haben zur Abkürzung gesetzt 

Q(x — k) = l, 

9(y — f*) = w, 

q(^ — v) = w, 
und schreiben noch 

cosQcosO -(- msinOcostp + nsinOsinq>) 

= xQcosd -|- msinOcosif + nsindsinq>% 
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80 dass wir erhalten 



=M 



xQüosO-^msinBcasip -\'nsinO8ing>)8in0dO. 



Geometrisch bedeutet dies eine Integration, die über eine 
Kngeloberflache Tom Radius 1 za erstrecken ist Mit 9 ist die 
geographische Länge, mit 6 die Poldistanz bezeichnet Das Ober- 
flachenelement findet sich = sinOdOdfp und x ist eine Fonction 
des Ortes anf der EugeL 

Wir betrachten nun I, m, n als die rechtwinkligen Goordinaten 
eines Punktes im Ranme und bemerken, dass der Anfangspunkt 
dieses Goordinatensystems in dem Mittelpunkte der eben erwähnten 
Kugelflache liegt Statt der rechtwinkligen Goordinaten Z, m, n 
fuhren wir Eugel-Goordinaten ein, indem wir setzen 

I = CCOS6, 
m = csinöcosT^ 
n = esinösinz. 
Die Function % transformirt sich danach in folgender Weise 

XKi^s<fco30 -{- sin 6 sind (cos X cos q> -{- sintsin^)\\ 

= %\c\eos6cosd -j- sinösinOcos^T — qmV 

Fig. 45. Die geometrische Bedeutung des neuen Argu- 

ments Yon % ist leicht zu erkennen. Die Pol- 
distanzen 6 und 6 schliessen am Pol den Win- 
kel (r — 9) ein. Nehmen wir also auf der 
Kugel vom Radius 1 den Pol als einen Eck- 
punkt eines sphärischen Dreiecks, dessen 
andere Eckpunkte in (0, 9) und resp. {6^ r) 
fallen, und bezeichnen (Fig. 45) die dritte 
Seite mit ff^ so ist 

cosöcosO -f- sin6sinOcos(t — 9) = cosff. 




Wir erhalten demnach 



3« 



Jz= 1 dtp I x(ccosff)sinddO. 



Nun dürfen wir den Pol auf der Kugel beliebig verlegen. 
Wählen wir den Punkt (tf, r) zum neuen Pol, so wird das neue 
Oberfläcbenelement sinO'dffdq>\ und wir erhalten 



I 
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IT Sir 

J= f rx{€COsff)sinffdffdtp* 







IT 

= — 2« j x(fiCose')äcosQ'. 





Bezeichnen wir mit X eine Function, die, nach cos ff differentiirt, 

% gibt, also 

dX _ 

dcosff~^' 
so erhalten wir 



J=^^X(e)-Xi^c)\ 



Es ist aber vorhin mit % die Cosinusfunction bezeichnet, folglich ist 
X der Sinus. Ferner ist 

C = y Z3 -f W2 -f- n2 = 9 y (iC — A)3 + (y — f*)2 + (£f — V)2. 

Daher wird 

«/ = — • 2 s^w c 
c 

und 

(3) s" = -;^—^ JQSinaqtdQ j I JF{l,ii,v) ^^ dXdivdv, 

—00 —00 —00 

Endlich betrachten wir A, ft, i; als rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes im Baume. dXdfidv ist das Volumenelement, und 
die Integration erstreckt sich über den ganzen unendlichen Baum. 

Wir legen in den Punkt (x^y^^) den Mittelpunkt eines Systems 
von Kugel-Coordinaten und setzen 

A — X = rcosO 

(i — y = r sind COS q)^ 

V — = rsinOsinq) 

also c = TQ, 

Dann ist 

(4) 2aÄ2s" = 

/oQ IT 3ir 

sinagtdQ 1 rsinrgdr I sinOdO j F(x-{'rcosO,y-^rsinOcosfpj 

z -|- r sind sin tp)dq>. 
Dieses vierfache Integral zieht sich durch Anwendung von Fou- 
rier's Satze auf ein Doppelintegral zusammen. Wir haben nemlich 
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*(«*>= l/A 



(r) sinatQ sin TQdrdQ^ 



und folglich, wenn wir il}(r) ^= r F(x -{- rcosO^ . . .) setzen : 



iff 





rF(x -f- r cos ö, . . .) sin UQtsinrQdrdQ 



= atF{x -f- atcosO^ y + atsindcostp^ z -(- atsinOsinq>), 
Dadurch geht die Gleichung (4) über in 
(H) s" = 



ir Sit 



— / I tF(X'j-atcosd,y'\-atsinOcos%0-\-atsindsinq))sinddddq). 



Nach der letzten Bemerkung des vorigen §. ergibt sich nun 
sofort 



(I) s' = 

ir irr 

1 d 



-oTf I 1 tf{x-\-atcosd^y-\-atsin6cosq>^8-^atsinQsinq>)sindd6dq>. 



4 

Ö 



Die Lösung der Aufgabe im vorigen §. ist 

s = s' + s\ 



. §. 108. 
Fortsetzung. Qeometrische Bedeutung der Lösung, 

Wir fragen nach der geometrischen Bedeutung des gewonnenen 
Resultates und betrachten zunächst s". Die Function 

F{x + atcosO^ y + ci'tsindcos% z + atsindsinq)) 

ds 
ist der Anfangswerth von ^ in einem Punkte, dessen Coordinaten 

X -^ atcosdj 

y -\- atsind cos 9, 

-j- atsindsinq) 

sind. Dieser Punkt liegt auf der Kugeloberfläche, die mit dem 
Radius B = at um den Punkt (a?, y, z) als Mittelpunkt beschrieben 
ist. Der nach jenem Punkte gezogene Radius R schliesst mit der 
Richtung der positiven x den Winkel ö ein, und 9? ist der Winkel 
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der positiven y-Axe mit einer Ebene, die durch den Badius R pa- 
rallel zur X'Axe gelegt wird. Ein Element der Kugeloberfläche, 
das an den Endpunkt des Badius R anstösst, ist 

= a^PsinddOdq). 

Danach sieht man, dass der Ausdruck 

ir 2ir 

l f fPix + atcosd, . . .)a^Psinededtp 



nichts anderes bedeutet als den Mittelwerth der Function F auf 
der eben betrachteten Kugeloberfläche, und daher ist 

IT 2ir 


derselbe Mittelwerth, multiplicirt mit t 

In ähnlicher Weise ist s' zu interpretiren, 

Die Gondensation oder Dilatation, welche zur Zeit t im Punkte 
{x^ y, ^) stattfindet, hängt also ab von dem Anfangszustande auf 
einer um diesen Punkt mit dem Eadius at beschriebenen Kugel- 
oberfläche. 

Das elastische Medium soll nun anfangUch nur in einem be- 
grenzten Räume erschüttert sein. Der Punkt (x^ y, 0) liege ausser- 
halb dieses Baumes und habe von dem nächstgelegenen Punkte 
desselben den Abstand /, vom entferntesten den Abstand r". Dann 
ist im Punkte (x^ y, e) 

s = 0, wenn at <C /, 
und ebenfalls 

s = 0, wenn ai^ r'\ 

Die Erschütterung im Punkte (a?, y, z) beginnt zur Zeit 

a 
und sie hört auf zur Zeit 

a 
Liegt der Punkt (rr, y, z) innerhalb des ursprüngUch erschüt- 
terten Baumes, so ist die Entfernung / = und daher auch 
V = 0. D. h. die Erschütterung in dem Punkte dauert von der Zeit 

bis zur Zeit 

r = — . 

a 
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Bei der Integration ist zu bemerken, dass nur diejenigen Theile 
der Eugeloberfläche in Betracht kommen, welche in den anfäng- 
lich erschütterten Raum fallen, weil für alle übrigen Punkte 
/ = und F = ist. 

§. 109. 

Fortsetzung. Die (^esohwindigkeiten des einzelnen 

Lnfttheiloliens. 

Für die Geschwindigkeiten u, v^ w haben wir die Gleichungen 
gefunden 



u 



= "'-«'/li'^*' 



V = Vo — 



w = Wo — 






dl 

dy 

dz 



dt, 



dt 



Betrachten wir jsuerst wieder einen Punkt (a?, y, z\ der ausserhalb 
des ursprünglich erschütterten Baumes liegt. Für ihn sind die 
Componenten Aßt Anfangsgeschwindigkeit = 0, und femer ist s = 0, 
so lange t<^V bleibt. £benso lange haben also auch die Integrale 
in den Ausdrücken f&r u^v^w den Werth 0. Folglich ergibt sich 

w = 0,] 



(1) 



fiir < < <'. 



w = 0. 

Ist dagegen ^ >> ^, so können wir in den Ausdrücken fürt*, t;,to 
das Integral, das von bis t genommen werden soll, in zwei zer- 
legen, von denen das erste von bis f, das andere von ^ bis < zu 
erstrecken ist Das erste hat den Werth 0, und daher ist 



u = 



V 



dx 



(2) 



' = -^'/U''' 



. für i > ^. 



= -"■/ 



w = — 



8s 

da 



dt 
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Besondere Beachtung verdient noch der Fall, dass t > 1f' ist. 
Dann kann man das Integral von t' bis t wieder zerlegen in eins 
von f bis f' und ein zweites von ^" bis t Dies zweite hat den 
Werth 0, weil innerhalb der Integrationsgrenzen s == ist. Wir 
behalten also 

"'dt 



"=-"'/ 



dx 



t" 



(3) 



' = -'"'/ ry^*^ 



«" 



ds 



► für ^ > r. 



w = — a^ I ^dt 

4 ^' 

Diese Integrale sind noch genauer zu untersuchen, und zu dem 
Ende haben wir s wieder in seine Bestandtheile s' und s" zu zer- 
legen. Nun sieht man leicht, dass 

8s' 



/ 



^x 



dt = 



ist. Denn es ist 



V 2ir 

dsf 18 r r.df(x-\-atcosd,...) . ^,„ , 



und folglich 



J dx 43rj J Zx 




ir 2« 



_ ^fff^J(^±^?l^i^sineded<p. 



Die Kugeln, welche mit den Radien aif und resp. a^" um den 
Punkt (a;, y, ;e?) construirt werden, berühren aber den ursprüng- 
lich erschütterten Raum nur in je einem Punkte, und daher ist in 
jedem der beiden Integrale nur ein Element von verschieden. 
D. h. es ist 



ft 



Ebenso erhalten wir 
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/§-?'=»■ /if-""- 



Wir haben noch den Beitrag zu untersuchen, welcher von s" 
herrührt Es ist 

8s" 



/ 






^ ' — - a^t^stnOadtaOdq). 



4«7 J J et 

r 



^ 8a; 



Die dreifache Integration auf der rechten Seite erstreckt sich 
über den ganzen ursprünglich erschütterten Raum* Führen wir 
also wieder rechtwinklige Coordinaten ein durch die Gleichungen 

atcosO = ^^ 

at sind cos g> = ij, 

at sind sing) = (:, 

so können wir auch schreiben 

t^enn r = Vf*+^*+f* gesetzt und die dreifache Integration über 
den ursprünglich erschütterten Raum ausgedehnt wird. Nun ist 
aber, wie man leicht sieht, 

8F_8F 

dx ~ ar 

und wenn wir die Bedeutung von F beachten : 

8JP_ /a^^o , 88t;o , 8gti?o \ 
81 V8^« "*"8iy8|"^8e8S/ 

Wir wollen voraussetzen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten die 
Bedingung des §. 101 erfüllen, d. h. dass 

8t?o 8_Wo 8«£o ßj^ 8_^ 8^ 

81 ~ 8ij» 8i2 ~ 8f ' 8? ~ 81 

sei. Dann wird 

dF __ /82wo , ö^Wo , 8«tio 

8^ 
und 






1 



j 
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Das Integral auf der rechten Seite zerlegen wir in seine drei Be- 
Bta&dtheile and behandeln zunächst den ersten Bestandtheil 



fin 



if «"ii«- 



.Um dieses Integral bequem umformeii zq können, geben wir 



J J J i' 8J' T" 8| 8{ 



didndl 



nnd beginnen mit der Integration nach £. Diese gibt, unbeBtimmt 
ausgeführt, 

1 8«, 

r dt' 
Zur Einführung der Grenzen nehmen wir (wie in §. S2) die geo- 
metrische Betrachtung zu Hülfe. Das Coordinatensystem möge 

Fig. 46, 



wieder so gelegt sein, dass ^le Funkte im Inneren nnd in der 
Oberfläche des nrsprünglich erschütterten Raumes positive Goor- 
dinaten haben. Wir haben zunächst i} nnd l als constant an- 

Blammmi. Putislle DUIenntitlEleichuDRSD. t20 
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gesehen. Es werde also in der i^J; Ebene ein Rechteck von den 
Seiten diy, df gezeichnet, für welches der dem Coordinatenanfang 
zunächst gelegene Eckpunkt die Coördinaten i^? 5 habe, lieber 
diesem Rechteck errichten wir ein Prisma, dessen Kanten parallel 
der |-Axe laufen, und beachten die Stellen, an welchen dasselbe 
in den ursprünglich erschütterten Raum eintritt und resp. aus ihm 
heraustritt. Der einfachste Fall ist der, dass nur ein Eintritt und 
nur ein Austritt stattfindet. Im allgemeinen kann das Prisma 
auch öfter eintreten , aber auf jede Eintrittsstelle folgt dann eine 
Austrittsstelle, und beide Arten sind in gleicher Zahl vorhanden. 
Das Prisma möge eintreten an den Stellen 

bl> §3» • • • b2»n— 1 

und austreten an den Stellen 

An jeder solchen Stelle wird ein Element aus der Oberfläche des 
erschütterten Raumes herausgeschnitten. Diese Oberflächenele- 
mente seien der Reihe nach 

döl, dcJg, dög, . . . d(>2m-b äö<im. 

Für jedes derselben ziehen wir die nach innen gerichtete Normale 
und bemerken, dass der Winkel (|, n), den diese mit der positiven 
|-Axe einschliesst, einen positiven Cosinus hat an den Eintritts- 
stellen, dagegen einen negativen Cosinus an den Austrittsstellen. 
Die sämmtlichen herausgeschnittenen Oberflächenelemente haben 
in der i^g Ebene dieselbe Projection, nemlich das Rechteck dr^d^ 
und daher ist 

drid^ = d(>2k-i . cos (|, w)2fc-i 
== — d Ö2h . cos (I, n)2ic 
für jedes ganie h von 1 bis m. 

Nach dieser Vorbereitung finden wir leicht aus dem oben her- 
gestellten unbestimmten Integral 

1 dup 

den Werth des bestimmten Integrals. Wir haben nur die Werthe 

von - -^ an allen Austrittsstellen zu addiren und davon die 
r 0| 

Summe der Werthe derselben Function an allen Eintrittsstellen 

zu subtrahiren. Multipliciren wir dann mit di^d^^ so ergibt sich 

als Resultat 






i 
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1 8mo 



-^ - jf ('OS (l,n) d0, 



I I \ 



wenn die Summe auf alle Stellen bezogen wird, an denen das Ele- 
mentarprisma überhaupt durch die Oberfläche des ursprünglich 
erschütterten Baumes hindurchgeht. 

Sollen hierauf auch die Integrationen nach ^ und J ausgeführt 
werden, so hat man die vorige Operation nicht für ein Elementar- 
prisma vorzunehmen, sondern für alle, welche den ursprünglich 
erschütterten Raum überhaupt treflfen. D. h, wir haben 

r r rn d^up , du, ^w 

J J J Lr -812 -t- g| g| 

wenn die Integration auf der linken Seite über den ganzen anfäng- 
lich erschütterten Raum, die Integration auf der rechten Seite 
über seine gesammte Oberfläche ausgedehnt wird. 
Danach ergibt sich 

1 82^0 



dtdrjd^ 



im 



d^diidt, 



81» 

Auf das Raumintegral der rechten Seite können wir dieselbe Trans- 
formation noch einmal anwenden und erhalten dadurch 



1 8%o 



d^dridl 



im 

- (r) 

— I - -^cos(^,n)d6 + / «0 --~-cosQ,n)da 



dt' 

d 



+///"• -äF^'^^"'''^- 



Wird der zweite und dritte Bestandtheil auf der rechten Seite der 
Gleichung (a) ebenso behandelt, so geht diese Gleichung über in 



20' 
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(b) 



"'/ 



dx 



dt 



=- i/MI? ""«•«>+ li '»"<•'•">+ w "««"'H■■ 



+s/«• 



© 



8 



8S 



cos(ln)-\- 






© 



cos(£,n) 



rf0 



+ rJIM 



K) . Kr) , Kf)| 



Nun ist aber 



81« 



+ 



8i}2 



+ 



sr 



d^drjdt. 



O , K?) ; Kf) 



+ 



+ 



= 0, 



8S^ ' dti^ ' 0g2 
also fällt das dreifache Integral weg. 

Die beiden Oberflächen -Integrale lassen sich noch einfacher 
ausdrücken. Mit cos(|,w),cos(»y,n), cos(^,n) haben wir die Cosinus 
der Winkel bezeichnet, welche die vom Oberflächenelement dö 
aus nach innen gezogene Normale mit den Coordinatenaxen ein- 
schliesst. Der Fusspunkt dieser Normalen in der Oberfläche 
habe die Coordinaten |, iy, g. Wir nehmen auf ihr im Innern des 
Körpers einen unendlich nahe an der Oberfläche gelegenen Punkt 
(H- ^1» ^ -f- ^^? 5 -h ^5), der von dem erstgenannten Punkte den 
Abstand 

dn = Vd|2 -f-dijs -(-dg2 
hat. Dann ist 

d^ / N ärj ,^ ^ dl 

dn 
und wir erhalten 



cos(ln) = -^, cos(n,n) = ^, cos(g,«) = ^^, 






duo d^ 
d^ dn 



duQ dl] , duQ dt, 0^0 



d 



© 



8 



© 



<f) 



■4) 

dn 



4 

I 
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Folglich geht die Gleichung (b) in die einfachere über 



Uq 



dn 



dö. 



^^ J dx inj r dn^ixj 

Die Integrale rechts ' sind über die Oberfläche des anfänglich er- 
schütterten Raumes auszudehnen. Setzen wir nun voraus, dass in 
dieser Oberfläche 

sei, so wird 







(d) 



as" 



J äx 



Dem entsprechend sei in der Oberfläche des anfänglich erschütter- 
ten Raumes 

«^0 = 0, 



W7o = 0, 






= Ö, 



= 0. 



«" 



Dann wird auch 



dy 



a^ f^ dt = und 



v . 



für t > t". 



d. h. wir haben statt der Gleichungen (3) 

M = 0, 
(3*) . i; = 0, 

1^ = 

Diese Betrachtung bezog sich auf die Voraussetzung, dass der 
Punkt (o?, y, z) ausserhalb des anfänglich erschütterten Raumes 
liegt. 

Liegt er dagegen im Innern dieses erschütterten Raumes, so 
haben wir ^' = zu setzen. Danach ist 

t 
ds 



(4) 



u = Uq — a2 / 



V = Vq — a^ I 7T-dt 

J 8y 





^ für ^ < f. 



w 



= Wq — a^ / 



dl 
dz 



dt 
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Wird t ^if\ so hat man als obere Grenze in den Integralen t" 
zu n^himen wie vorher. Es wird nun auch zunächst wieder 

/'|i'd,=o, /'i^d^=o, r^dt=o. 

J dx J dy J dz 

,0 

Dagegen muss der von s" herrührende Beitrag hier aufs neue sorg- 
fältig betrachtet werden. Die Gleichung (a) bleibt gültig, wenn 
wir V = setzen. Es wird freilich in dem Integrale rechts 

- = - == 00 für ein Element des Integrals. Aber zugleich wird 

das Raumelement 

d^dridi = r^sinOdrdOdq) 

zu Null wie r% so dass also der betreflFende Beitrag zu dem Inte- 
gral nicht 00 , sondern ist. 

Um nun die frühere Transformation vornehmen zu können, 
legen wir um den Punkt (x, y, e) eine Kugel von einem beliebig 
kleinen, aber zunächst endlichen Radius r' = aif und schHessen 
das Innere der Kugel von dem Gebiete der Integration aus. Da- 
durch wird bewirkt, dass zunächst der Punkt (a;, y, z) ausserhalb 
des Raumes liegt, über den sich die Integration erstreckt. Nach- 
her ist dann zu fragen, welches Resultat sich für ein unendlich klein 
werdendes r' ergibt. Auf diese Weise, erhalten wir, wie in (b) 

%^di 

0- 



X 



1 r\ duo.^ , 1 r ^w ,^ 

4:nJ r cn ' 4=7tJ ön 



+ i///"» 



K^) . Kr) . Kf)1 



+ -5r^ + 



d^drj'd^: 



8|2 ' g^2 I gg2 

Hier ist das dreifache Integral auf der rechten Seite = 0, so 
lange wir r' =^ at* nicht verschwinden lassen. Die beiden ersten 
Integrale sind zu erstrecken über die äussere Begrenzung des an- 
fänglich erschütterten Raumes, £(,usserdem aber noch über die 
Oberfläche der Kugel, die mit dem Radius r' um den Punkt (o?, y, je?) 
gelegt ist. Für die äussere Begrenzung ist jedes der beiden Inte- 
grale unter denselben Bedingungen = wie vorher, und unab- 
hängig von r'. 



I 
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Lassen wir r' in übergehen, so kommt zu dem dreifachen 
Integrale noch der Beitrag hinzu, der von dem vorher ausgeschlos- 
senen Kugelraume herrührt. Dieser Beitrag ist 0. Denn fuhren 
wir wieder Kugelcoordinaten ein, so nimmt das dreifache Integral 
die Form an 



/// 



»«;:? 



r« 



i) 

dr 



dr 



r^^in0drd6d(p 



=fff 



«0 



8 



dr 



dr 



sinddrddd<p^ 



und da der Differentialquotient 



.2 



(r) 



dr 



dr 



= 



ist für jedes r, auch für r == 0, so behält das dreifache Integral in 
(e) seinen Werth 0, auch wenn man die Kugel um den Punkt 
(o?, y, ^) verschwinden lässt. 

Jetzt sind noch die beiden Oberflächen-Integrale, ausgedehnt 
über die Kugelfläche vom Radius r', hinzuzufügen, und die Grenz- 
werthe zu ermitteln für r' = 0. 

Das Integral 

4:7t J r dn 
erstreckt über die Oberfläche der Kugel vom Radius r', geht in 
über für limr* = 0. Dagegen wird das Integral 



t^y 



% 



© 



dö, 



47tJ dn 

über dieselbe Kugeloberfläche ausgedehnt 



IT 2ir 



~ 47t J J r' 



u^r'^sinOdOdtp 





V 2ir 



= — j— / / UoSinddddq), 
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und darin erhält Uq beim Verschwinden von r' einen von und q) 
unabhängigen Werth, nemlich den Werth, den Uq im Punkte (a;, y, s) 
besitzt Folglich ergibt sich 



= — Wo, 

und es wird also für den Punkt (x, y, ;sr), der im Innern des an- 
fänglich erschütterten Raumes liegt, wie für einen äusseren Punkt: 



(4) . v = 0, 

w = 



für t > t". 



Die Voraussetzung ist auch hier, dass Wq, Vo, ^o <iie partiellen 
Derivirten einer und derselben Function (p sind, und dass in der 
Oberfläche des anfänglich erschütterten Baumes 

«, = 0, 11 = 0, 



III. Bewegung eines festen Körpers in einer 
unbegrenzten incompressibeln Flüssigkeit. 

§. 110. 

Präoisirung der Aufgabe. Der Weg zur Lösung 

im allgemeinen. 

In einer ruhenden incompressibeln Flüssigkeit von unbegrenzter 
Ausdehnung bewege sich ein fester Körper. Die beschleunigende 
Kraft soll zu einer und derselben Zeit für alle Punkte des Körpers 
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nach Grösse .und Richtung dieselbe sein, sie soll nur mit der Zeit 
sich ändern können. Die Untersuchung dieser Aufgabe lässt sich 
auf eine andere zurückführen. Man kann den festen Körper als 
unbeweglich ansehen und die Flüssigkeit gegen ihn sich bewegen 
lassen. Dann lautet die Aufgabe so: 

Die Bewegung einer unbegrenzten incompressibeln Flüssigkeit 
zu untersuchen, die von einer beschleunigenden Kraft getrieben 
wird, und in welcher ein unbewegUcher fester Körper sich befindet. 
Die beschleunigende Kraft ö soll vom Orte unabhängig und nur 
eine Function der Zeit sein. . Die Anfangsgeschwindigkeit nehmen 
wir = 0. ' 

Vermöge der letzten Bestimmung sind die Gleichungen (g) 
des §. 101 erfüllt, und folglich können wir von der Gleichung (I*) 
desselben Paragraphen ausgehen. Ausserdem gilt die Gleichung 
(4 a) des §. 100. Wir haben also die beiden Gleichungen 

Femer ist noch auszudrücken, diasd die Geschwindigkeit nor- 
mal gegen die Oberfläche des festen Körpers stets = sei. Be- 
trachten wir eine Curve» deren Bogen von irgend einem beliebig 
gewählten Anfangspunkte bis zum Punkte (x^ y, 0) mit s bezeichnet 
werde. Die Tangente der Curve im Punkte (x^ y, z) schliesst mit 
den Goordinatenaxen Winkel ein, deren Cosinus resp. 

dx dy dz 

ds^ ds ' ^ 
sind. Bezeichnen wir also mit w, v\ w die Componenten der Ge- 
schwindigkeit in demselben Punkte, so ist die Geschwindigkeit in 
der Richtung jener Tangente 

dx , dy ' , dz 

^^ dx . 89 dy I dg) dz 

dx ds '^ dy ds "^ dz ds 

_ 89 

~ ds' 
Der Punkt (a;, y, z) liege in der Oberfläche des festen Körpers, 
und mit n werde die yon da aus nach innen gezogene Normale 
bezeichnet. Dann haben wir 



314 Sechster Abschnitt. Bewegung der Flüssigkeiten. 

zu setzen für jeden Punkt in der Oberfläche des Körpers. 

Die Componenten der beschleunigenden Kraft 6 seien a, /3, y. 
In unendlicher Entfernung bewegt sich die Flüssigkeit frei, dort 
ist also 

du dv Q ^^ 

0? ~ "' 8« "" ^' öT ~ ^' 

folglich, wenn wir mit A, fi, i/ die Componenten der Geschwindig- 
keit in unendlicher Entfernung bezeichnen: 

t 

A = / adty 



t 



l^=J ßdt, 




i 



v= I ydt 





Daraus folgt, dass mr in unendlicher Entfernung haben 

dq) = Xdx -f- f*^y + ^^^) 
und daher ist 

Aa? -j- f*y 4" ^^ 
der Ausdruck für die Function 9 in unendlicher Entfernung; Um 
den allgemein gültigen Ausdruck für 9 zu erlangen, setzen wir 

9 = Aa? -|- f*y + ^^ + 91* 
Dann ist die Function 91 an die folgenden Bedingungen geknüpft. 
Sie muss der partiellen Differentialgleichung (2) genügen. An der 
Oberfläche des festen Körpers muss für 9 die Gleichung (8) erfüllt 
sein. In imendlicher Entfernung muss 

^9^1 _ n ®9^i — ft ^9^1 — n 

sein. 

Hat man die Function 9 bestimmt, so ergibt sich der Druck, 
welcher im Punkte (a?, y, js) zur Zeit t ausgeübt wird, aus der 
Gleichung (1), nemlich: 
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Darin ist 

V = ax -{- ßy -\- y^ 

zu setzen, weil in dem vorliegenden Falle a^ ß, y von den Goor- 
dinaten unabhängig sind und allgemein 

dV dV ^ dV 

sein soll. T ist eine Function von t allein, die — wie schon Euler 
bemerkt hat — so lange unbestimmt bleibt, als nicht für jeden 
AugenbUck der Druck in einem Punkte der Oberfläche der Flüssig- 
keit gegeben ist. 

§. 111. 

Der feste Körper ist eine EugeL 

Für den Fall, dass der in der Flüssigkeit befindUche feste 
Körper eine Kugel ist, hat Dirichlet die Aufgabe des vorigen 
Paragraphen gelöst in dem Berichte über die Verhandlungen der 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus dem Jahre 1852. 

Der Radius der Kugel sei c. Ihr Mittelpunkt liege im An- 
fangspunkte der Coordinaten. Statt der rechtwüikligen Coor- 
dinaten a?, y, z fuhren wir Kugel -Coordinaten ein, nemUch den 
Radiusvector r, den Winkel 0, welchen r mit der positiven ;ar-Axe 
einschliesst, und den Winkel ^ der durch r und die e-Axe geleg- 
ten Ebene mit der a;j^-Ebene. Dann haben wir 

X = rsindcost^ 

z = rcosd 

zu setzen, und es ifet r = Vx^ + y^+ z\ Für die Function Kp 
ergibt sich dadurch der Ausdruck 

9 == r (ksindcosilf + l^sinOsinilf -\- vcosd) + 9^i« 
Die partielle Differentialgleichung, welcher (pi Genüge leisten 
muss, ist die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen. Es sind 
darin r, 0, ^ als unabhängige Variable einzuführen statt x, y, is. 
Diese Transformation haben wir im §. 71 durchgeführt. Es geht 
daraus die partielle Differentialgleichung hervor: 

m \ drj \ 86/ ■ 1 8»yi _^ 

^^ . dr "T" sinOde '^ sind' d^f^ ~ 
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In dieser Gleichung erkennen wir aber die partielle Differential- 
gleichung (III) des §. 72. Folglich muss sich <pi nach Kugelfunc- 
tionen entwickeln lassen. Die Coefficienten der Entwicklung er- 
geben sich aus der Bedingung (3) des vorigen Paragraphen. Diese 
lautet jetzt einfach 

(2) -1^ = für r = c, 

d.h. 



( 



^^ j = A sin dcos^ "{- II sin sin tif -\- v coiO. 



Da auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die ersten Potenzen 
von COS0, sinBcosii>y sind sin ^ vorkommen und die Gleichung für 
jedes ö und jedes ^ erfüllt sein soll, so dürfen auch auf der Unken 
Seite nur die ersten Potenzen vorhanden sein, und es sind getrennt 
einander gleich zu setzen die Coefficienten von cosö, von sin B cos ^ 
und von sind sin ^ auf der einen und auf der andern Seite. Danach 
beschränkt sich die Entwicklung von q>i auf das eine Glied, das 
die Kugelfunction ersten Ranges enthält, nemlich 

9>i = ■-, 

und die Bedingungsgleichung (2) gibt 

2P 

— j- = A sin b cos if) -\- {i, sin sin <; -j- v cos 0. 

Also ist in dem vorliegenden Falle 
(I) <p z= (r -}- — j (XsindcostI; + (isinOsin^ -|- vcosO) 

= (l + ^a) ß^ + M + vz). 
Daraus erhalten wjr 

** = 0S = (^ + 273) ^. - -2^ ^^^ + ^^ + ""'^^ 
89 /1 , c8\ 3c3y., , , V 

. ^ = ö5 = v+2r3>-^(^^ + ^^ + ^^>' 



w 



= 8i = V +273)" - ITT (^^ + f»J' + ^^)' 



8qp 

dt 



= (1 4- ^,) («:« + ßy-\- y4 
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Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen geht hiemach über 
in folgende 

(11) ^=T-^^(ax-\-ßy-\-Yg)-l(u^ + v^-\-w^). 

Handelt es sich darum, die gesammten Druckkräfte, welche auf 
die Oberfläche des festen Körpers wirken, zu einer Resultirenden 
und einem Kräftepaare zu vereinigen, so kommt die nur von t ab- 
hängige, unbestimmte Function T nicht mit in Betracht. Denn 
sie liefert zu den Componenten der gesai)imten Druckkraft die 
Beiträge 

Q Tcos(n^x) diOj 



I Q Tcos{n^y) dca^ 

I Q Tcos(n^s) do, 
und zu den Drehungsmomenten die Beiträge 

I QT\ycos {n^z) — z cos (n^y) do, 

/ 9 T p8f cos (n^x) — X cos (n^z) 1 dcD^ 

I qT\xcos (n^y) — y cos (n,x) \d(X). 

Dabei sind mit (w, rr), (w, j/), (n, z) die Winkel bezeichnet, welche 
.die im Punkte (a:, y, z) der Oberfläche des Körpers nach innen 
gezogene Normale mit den Richtungen der wachsenden Coordinaten 
einschliesst. dcj ist das Element der Oberfläche, und die Inte- 
gration hat man über die ganze Oberfläche auszudehnen. Bei die- 
ser Integration kann q T vor das Integralzeichen genommen wer- 
den. Die Integrale haben sämmtüch den Werth 0, sobald man 
sie über die ganze Oberfläche des völlig begrenzten Körpers er- 
streckt. Denn es heben bei einer geschlossenen Oberfläche, wie 
sie auch gestaltet sein möge, je zwei Elemente der Integrale ein- 
ander auf. 

In unserm Falle kann auch der letzte Bestandtheil von p un- 
berücksichtigt bleiben. Denn bei der Kugeloberfläche haben die 
Integrale, welche von dem Gliede 

Ja 
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herrühren, den Werth Null. Von der auf das Oberflächenelement 
dcD ausgeübten Druckkraft kommt also nur der Tbeil 



d.h. 



— Q 2^(^^ + ßy + y^)dG} für r = c, 



— |(«^ + ßy + V^)d(o 



2 
in Betracht. Wir erhalten die Componenten parallel den Coordi- 

natenaxen, indem wir resp. mit , — -? multipUciren. 

Diese Componenten verlegen wir in den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten. Die Componenten der gesammten Druckkraft ergeben sich 
dann durch Integration über die ganze Kugeloberfläche, also 



2c 



Ycf^^^y + ßy^ + Yyf^)d(o, 

Zur Ausfuhrung der Integration nehmen wir tvieder Kugelcoor- 
dinaten und bemerken, dass für die Kugeloberdäche 

X •=^ c sin cos ^^ 
y = c sin sin ^, 
= ccosO^ 
d(X) = c^sinddddif 

ist. Danach findet sich 

{ xyd(o =^ I xzd(o = I yzdfa = 0, 

w 2ir 

1 x^d(Q = c^ I I sinO^cosip^dOdif = - c^7t^ 

«• 2ir 

I y^do) = c^ I I sinO^sinilf^dOdif = -^ c^TC, 



IT 2ir 



ljs^d(Xi=c*l I sindcosO^dOdilf = - c^n. 



I 

I 
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Die im Anfangspunkte der Coordinaten angreifenden Componenten 
der gesammten Druckkraft sind also 

-3rec3a, -Äßc8/5, ^TCQC^y. 

Sie setzen sich zu einer Resultirenden 

2 

zusammen, die parallel zu der den Flüssigkeitstheilchen gegebenen 
Acceleration ö durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 

Es sind noch die Drehungsmomente zu betrachten, die von 
der parallelen Verschiebung der auf d co wirkenden Componenten 
herrühren. Man erhält dabei drei Kräftepaare, die auf Drehung 
resp. um die a:-Axe, die j/-Axe, die jsr-Axe wirken. Ihre Momente 
sind 

^(«rr + /Jy + y^)d(ö .(yis — isy), 
^ (ax -\- ßy -{- yz) da) . (^x — X0), 

d. h. «gleich 0, es findet also keine Drehung statt. 



§. 112. 

Bewegung nach dem Aufhören der Beschleunigung. 

Wir betrachten noch besonders den Fall, dass nach Ablauf 
einer gewissen Zeit ti die beschleunigende Kraft ö aufhört, und 
untersuchen die Bewegung für eine spätere Zeit. Gleichzeitig mit 
6 wird auch der Druck der Flüssigkeit gegen die Kugel aufhören. 
A, ft, V werden constant, nemlich 

l-=ladt^ (i =1 1 ßdt^ v = lydt. 

Wir legen durch den Anfangspunkt der Coordinaten eine gerade 
Linie, so dass die Cosinus der Winkel, welche sie mit den Coor- 
dinattofiiceti einschliesst, die Werthe haben 
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y ;ia -j- ^a ^ ys ' V A» -f- /A« + 1/2 ' V A« -f- ^« -f v» 

Diese Linie wählen wir zur Axe eines neuen Polar -Coordinaten- 
Systems. Es sei ^ der Winkel, welchen mit ihr der nach dem 
Punkte (iT, y, z) gezogene Radiusvector r bildet. Dann ist 

^ kx -\- ay -{- vss 
cosd" — ^, • 

rVA2 +>'-« + v^ 

und daraus findet sich 

9> = rcos^(l + ^3)VA2 + ft» + f^. 

Geben wir y einen constanten Werth, so wird dadurch eine Ober- 
fläche festgelegt, deren Gleichung 



(1) + 21^) 



rcosd' =: const 



ist. Und zwar" gibt die Gleichung (1) zu erkennen, dass die Ober- 
fläche eine Rotationsfläche ist, welche die eben angenommene 
Polaraxe zur Rotationsaxe hat. Ertheilen wiiv der Constanten, 
welcher q) gleichgesetzt wird, andere und andere Werthe, so ergibt 
sich eine Schaar von unendlich vielen Rotationsflachen, welche die 
Rotationsaxe gemein haben. In jeder von ihnen hat die Function g> 
einen besonderen constanten Werth. 

Wir nehmen vom Punkte (rr, y, ß) aus in einer der eben be- 
sprochenen Flächen eine unendlich kleine Verschiebung vor, deren 
Projectionen auf den rechtwinkligen Coordinatenaxen resp. 8x, dy, 
dz sein mögen. Dann ergibt die Gleichung der Fläche, wzrrconst^ ] 
durch Differentiation ' 

^ ^ dx ^ dy ^ ^ dz 

Nun sind aber 8x^ Sy^ 8z den Cosinus der Winkel proportiolial, 
welche die in der Fläche vorgenommene Verschiebung mit den 

Coordinatenaxen einschliesst. :t^, t—, t— sind die Geschwin- 

dx^ dy dz 

digkeitscomponenten des Flüssigkeitstheilchens im Punkte (x^ i/, z) 
und daher proportional den Cosinus der Winkel, welche die Bahn 
dieses TheUchens an der Stelle {x^ j/, ;gr) mit den Coordinatenaxen 
bildet. Demnach gibt die Gleichung (2) zu erkennen, dass die Bahn 
des Flüssigkeitstheilchens normal zur Fläche q> = const. liegt. 
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Die Normale in irgend einem Punkte einer Rotationsfläche 
schneidet die Rotationsaxe und fallt mit ihr in eine Ebene, die 
durch die Rotationsaxe und den Punkt (o?, y, z) vollständig fest- 
gelegt ist. In dieser Ebene liegt dann also auch der Punkt 
{x -^ dx^y -^ dy^ z -^^ dg) der Bahn des Flüssigkeitstheilchens^ 
D. h. das Theilchen tritt aus der Ebene überhaupt nicht heraus'^ 

Da der Punkt {x '■\-' dx^y -{- dy^ z -{- dz) auf der Normale 
der Fläche (9 = const) liegt, so haben wir 

dxSx -f- dydy -j- dzdz = 

und folglich aus (2) 

(3) dx : dy : dz = 77-^ : :r-^ : ^• 
^ "^ "^ dx dy dz 

Diese Gleichung hat man mit der Gleichung einer durch die Polar- 
axe gelegten Ebene zu verbinden und durch Integration die Bahn 
des Flüssigkeitstheilchens zu bestimmen. Dazu gelangt man jedoch 
einfacher so. Wir denken uns die Ebene durch die Rotationsaxe 
und den Punkt (x^ y, z) gelegt und betrachten in der Fläche 
(q) = const) und normal gegen dieselbe nur solche Verschiebungen, 
welche in jener Ebene liegen. Dem Punkte (a?, y, z) gehören dann 
in der Ebene die Polarcoordinaten r, d" an. Nehmen wir auf r die 
Verschiebung dr und rechtwinklig dagegen die Verschiebung rSd' 
vor, so gelangen wir zu einem Punkte (r -|- ***r -Ö" -f- Sd-)^ der noch 
in der Fläche (y = const) liegen möge. Alsdann ist 

dr ^ rdw 

* 

Nehmen wir aber auf r die Verschiebung dr und rechtwinklig 
dagegen die Verschiebung rdd" vor, so gelangen wir zu einem 
Punkte (r -(- dr, -9" -fr d'9'),Aiessen Verbindungslinie mit dem Punkte 
(r, ^) normal zur Fläche (g) = const) liegen möge und also ein 
Element der gesuchten Bahn ist. Dann haben wir 

dr . 8r -{- rd%^ . r8%^ = 

und folglich 

(4) ar:rd» = ^:^. 
^ ^ dr rdd' 

Wir haben gefunden 

13p = rcos.J (1 + ^) VF+fi2_|_^,., 

folglich ist 

Biemann. Partielle Differentialgleichungen. 21 
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;^ = -0 + ^)^^' + '*'' + ^' *'■»»*' 

Die Gleichung (4) gibt also 

O+Ä) 

oder 

14--^ 

:^ — cotqvdO: 

1 _ £l ** 

Dieser Differentialgleichung gehört das Integral an 

a) rr^^ = «'■« *'' 

wenn « die Integrationsconstante bezeichnet. Da nach der Natur 
der Aufgabe r '^ c genommen werden muss, wenn man überhaupt 
zu Flüssigkeitstheilchen gelangen will, so darf £ nicht negativ ge- 
nommen werden. Wir erhatten in der einen Ebene alle Bahn- 
curven der Flüssigkeitstheilchen, wenn wir £ alle Werthe von 
bis 00 beilegen. Da aber die Gleichung (I) ganz unabhängig von 
der besondern Lage der Ebene ist, so zeigt sich, dass die Bewegung 
der Flüssigkeit völlig symmetrisch zu der Rotationsaxe der Flächen 
((p = const) vor sich geht. Hat man also in der einen Ebene 
die Bahncurven gezeichnet, so erhält man durch Drehung der Ebene 
um die Rotationsaxe eine Schaar von Bahnflächen. Jede durch 
die Rotationsaxe gelegte Ebene schneidet diese Schaar Flächen in 
einer Schaar von Bahncurven. 

Wir wollen noch die äussersten Fälle e = und e = oo be- 
trachten. Für £ = ist entweder 

r = c, 
oder 

a- = 0. 

Die Curve besteht also aus dem Durchschnittskreise der festen 
Kugel mit einer Ebene, die durch die Rotationsaxe der Flächen 
(ff = const) gelegt ist (r ='c), und aus dieser Axe selbst, soweit 
sie ausserhalb der Kugel liegt (d" = 0). 






■ 
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Ist € = 00 , so hat man zu bedenken, dass 

—11 <^ 1 

sein muss, also r sehr gross, so dass man lim — = zu nehmen 
bat. Man erbält danach 

lim r^ sin ^^ 



/»3 



d. b. für « = 00 geht das Fltissigkeitötbeilcben in unendlicher Ent- 
fernung parallel zur Axe der Rotationsflächen (g> = const). 



§. 113. 

Bewegung der Kugel von constanter Dichtigkeit. 

Die Kugel soll die constante Dichtigkeit q' baben, also die 

4 

Masse - ^r^'cl Um die Druckkraft aufzubeben, welche dieFlüssig- 
o 

keit auf die Kugel übt, müssen wir auf sie eine beschleunigende 

Kraft wirken lassen, deren Componenten parallel den Coordinaten- 

axen resp. 

sind, d. b. eine bescbleunigende Kraft 

welche der auf die Flüssigkeit wirkenden Kraft ö gerade entgegen- 
gesetzt gericbtet ist. Dann kann die Kugel, auch wenn sie frei 
ist, ibre Stelle nicbt ändern? 

Nun soll noch auf das ganze System die beschleunigende Kraft 
— mit den Componenten — a, — ß^ -- y einwirken. Dadurcb 
wird jeder Punkt des Systems um dasselbe Stück verscboben. D6r 
Punkt, welcber obne die Einwirkung der Kraft — - ö zur Zeit t sich 
an der Stelle (x, y^ z) befunden bätte, bat in Wirklicbkeit zur Zeit 
t die Coordinaten 

21* 
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t t t 

X — / Adf, y — / f d^, z — l vdt 

Die Gomponenten der auf die Flüssigkeit ausgeübten beschleuni- 
genden Kraft sind jetzt 

d. h. = 0. Auf die Kugel dagegen wirken die Gomponenten der 
Beschleunigung 

-«(■+4'>-''('+4')--K>+4'> 

Ihre Geschwindigkeiten parallel den Axen sind 

Sie bewegt sich also genau so, als ob die Flüssigkeit nicht vorhan- 
den wäre, und die beschleunigenden Kräfte 

— «, — ß, — y 
parallel den Axen wirkten. 

Die Richtung der beschleunigenden Kraft wird" durch 'die 
Flüssigkeit nicht geändert, ihre Grösse aber im Verhältniss 

verkleinert. 

Damit also die Kugel, von Flüssigkeit umgeben, sich so be- 
wege, als ob sie frei wäre und durch die beschleunigende Kraft 
~ ö getrieben würde, muss man noch die beschleunigende Kraft 



-27« 

hinzufügen. Dieser Zusatz überwindet^ den Widerstand der 
Flüssigkeit. 

■ 

Anmerkung. Die Grundlagen der wissenschaftlichen Hydrodynamik 
verdanken wir Eni er. Von den in §.98 erwähnten beiden Wegen hat er 
zuerst den zweiten eingeschlagen in der Abhandlung: Principes gen^raux 
du mouvement des fluides (Histoire de l'Acad. de Berlin 1755). Später hat 
er auch den ersten Weg verfolgt (De principiis motus fluidorum. Novi 
Commeut. acad. Petrop. T. 14. P. 1. 1759). Nach Euler hat Lagrange 
diese Methode reproducirt in der H^canique analytiqne (Ed. 3. T. 2. p. 250)» 
nachdem er die Gleichungen der ersten Eul er 'sehen Abhandlung seinem 
Memoire sur la th^orie du mouvement des fluides (Nouveaux M6m. de TAcad. 
de Berlin 1781) zu Grunde gelegt hatte. 



§. 113. Eingetauchte Kugel. 
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Von neueren Arbeiten sind zu nennen: 
Clebsch. üeber eine allgemeine Transformation der hydrodynamischen 

Gleichungen. (Borchardt's Journal Bd. 54.) 
Clebsch. üeber die Integration der hydrodynamischen Gleichungen. 

(Borchardt's Journal Bd. 56.) 
Helmholt z. üeber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche 

den Wirbelbewegungen entsprechen. (Borchardt's Journal Bd. 55.) 
Hankel. Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Flüssigkeiten. (Preis- 
schrift. Göttingen 1861.) 
Dirichlet. Untersuchungen über ein Problem der Hydrodynamik. Aus 
dem Nachlass hergestellt von Dedekind. (Abhandlungen der Ges. der 
^ Wissenschaften zu Göttingen Bd. 8.) 

Biemann. Beitrag zu den Untersuchungen über die Bewegung eines flüssi- 
gen gleichartigen Ellipsoids. (Abhandlungen der Ges. der Wissenschaften 
zu Göttingen. Bd. 9.) 

Die Bewegung eines festen Körpers in einer unendlichen incompressibeln 
Flüssigkeit ist, wie schon angeführt, zuerst von Dirichlet untersucht und 
zwar für die Kugel. Nach ihm hat Clebsch die Aufgabe fär das Ellipsoid 
behandelt (Crelle's Journ. Bd. 52. 53). Für einen Bing von kreisförmigem 
Querschnitt hat Biemann in den Vorlesungen vom Wintersemester 1860/61 
die Lösung der Aufgabe angedeutet. Die Ausfühining der Rechnung muss 
jedoch einer besondern Veröffentlichung vorbehalten bleiben. 

Die Untersuchungen der §§. 103 bis 105 rühren von Euler her: De la 
propagation du son (Hist. de TAcad. de Berlin 1759). Der allgemeine Fall 
ist von Poisson behandelt (M^moires de l'Acad. de Paris. T. 10). Noch ist 
anzuführen die Abhandlung von Biemann: üeber die Fortpflanzung ebener 
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite. (Abhandlungen der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen. Bd. 8.) 



77^ 



T^^S^I^^^t^M 



